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janvier 2008 – Journées Francophones des Langages Applicatifs– JFLA08
Avant-propos
Sandrine Blazy1 & Alan Schmitt2
1: CEDRIC, ENSIIE
2: INRIA Grenoble - Rhône Alpes
JFLA 2008 est la dix-neuvième conférence francophone organisée autour des langages applicatifs.
Cette année, les journées ont lieu à Étretat, en Normandie. Nous respectons ainsi l’alternance mer-
montagne traditionnelle aux JFLA et le choix d’un cadre propice aux échanges conviviaux sur les
langages applicatifs.
Le comité de programme a choisi 11 articles sur les 18 présentés, portant sur des sujets très variés,
témoignant de la vitalité et de la diversité de notre communauté. Les soumissions étaient de grande
qualité et nous remercions les auteurs qui ont soumis un article aux JFLA 2008, en contribuant ainsi
au haut niveau scientifique de ces journées.
Deux orateurs ont été invités : Pierre Weis, de l’INRIA Paris-Rocquencourt et Cédric Fournet, de
Microsoft Research. Pour la troisième année consécutive, deux sessions d’une demi-journée chacune
ont été consacrées à la découverte de thèmes de recherche : les sémantiques formelles (par Yves
Bertot de l’INRIA Sophia Antipolis - Méditerranée) et la conception d’une bibliothèque formelle de
mathématiques effectives (par Renaud Rioboo du laboratoire CEDRIC de l’ENSIIE).
Nous remercions chaleureusement les membres du comité de programme : Horatiu Cirstea, Tom
Hischowitz, Mathieu Jaume, Delia Kesner, Nicolas Magaud, Marc Pouzet, Laurence Rideau et
Francesco Zappa Nardelli.
Nous remercions également Oana Andrei, Paul Brauner, David Delahaye, Jacques Guarrigue,
Thérèse Hardin, Clément Houtmann, Pierre Hyvernat et Daniele Varaca qui ont participé à la relecture
des articles soumis.
Les JFLA existent grâce au support constant de l’INRIA et nous voulons chaleureusement remercier
Gaëlle Dorkeld du Bureau des Cours et Colloques de l’INRIA pour la prise en charge de l’organisation
matérielle de ces Journées. Les JLFA ne seraient pas sans l’investissement de Pierre Weis, qui gère le
site des JFLA et coordonne donc de main de mâıtre toutes les étapes de préparation des Journées.
Qu’il en soit ici très profondément remercié !
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▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛
été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❈♦q ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ●✳ ●♦♥t❤✐❡r✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ r❡♣♦s❡
s✉r ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①é❡s✳ ■❧ r❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡✐t✲❚❤♦♠♣s♦♥ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s s♦❧✈❛❜❧❡s✳
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✉t✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ s✉rt♦✉t ❧♦rsq✉❡ ❝❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❧♦♥❣✉❡s✳ ▲❡s
tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✹ ❝♦✉❧❡✉rs ❬✻❪ ♦✉ ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❬✷❪✱ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡s s②stè♠❡s ♦♥t ❛tt❡✐♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♠❛t✉r✐té ❧❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ s✬❛tt❛q✉❡r à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉①✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐été ❞✬♦❜❥❡ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬❛❞♦♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉ ❣é♥✐❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧✳ ▲❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s t❤é♦r✐❡s ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✿ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r❡✉✈❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
❯♥❡ ❧✐st❡ ❞❡s ✶✵✵ ♣❧✉s ❣r❛♥❞s t❤é♦rè♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❬✶❪ ❛ été ❝♦♥st✐t✉é❡ ♣❛r P❛✉❧ ❡t ❏❛❝❦ ❆❜❛❞✳
❈❡tt❡ ❧✐st❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❛
♣r❡✉✈❡ ❡t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ rés✉❧t❛t q✉✬✐❧ ✐♥tr♦❞✉✐t✳ ❋✳ ❲✐❡❞✐❥❦ ♠❛✐♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❬✶✸❪ q✉✐ r❡❝❡♥s❡ ❧❡s
❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts s②stè♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲
❍❛♠✐❧t♦♥ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧✐st❡✳ ❈❡ ♣❛♣✐❡r ♣rés❡♥t❡ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s été ❥✉sq✉✬à ❝❡ ❥♦✉r ❢♦r♠❛❧✐sé ♣❡✉t
s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♦❜❥❡ts ❡t ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡
❞✐✛ér❡♥t❡ ✭❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♠✉❧t✐❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ✳✳✮✳ ❈❡s ♦❜❥❡ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés
❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✐❧s s✬❡♠❜♦ît❡♥t ❧❡s ✉♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❋❡✐t✲❚❤♦♠♣s♦♥ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦r❞r❡ ✐♠♣❛✐r✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❈❛②❧❡②✲
❍❛♠✐❧t♦♥ ♠❛✐s ❞✬♦r❣❛♥✐s❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ré✉t✐❧✐s❛❜❧❡s✳
▲✬❛rt✐❝❧❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❙❙❘❡❢❧❡❝t✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
✶
❖✉❧❞ ❇✐❤❛
❞❡ ❈♦q ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ●✳ ●♦♥t❤✐❡r ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✹ ❝♦✉❧❡✉rs✱ ❡t ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡
♥♦tr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t q✉✐ ❛ été ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ❛rr✐✈❡r à ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✳
✷✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✱ q✉✐ ♣♦rt❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❆rt❤✉r ❈❛②❧❡②✭✶✽✷✶✲✶✽✾✺✮
❡t ❲✐❧❧✐❛♠ ❍❛♠✐❧t♦♥✭✶✽✵✺✲✶✽✻✺✮✱ ❡st ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ é♥♦♥❝é
❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❚♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❛♥♥✉❧❡ s♦♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳
P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ s♦✐❡♥t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡t A ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ s✉r R✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ A✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿ pA(x) = det (xIn −A)✱ s✬❛♥♥✉❧❡ ❡♥ ❆✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ é♥♦♥❝é ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s q✉❡st✐♦♥ ❞✬❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♠❛✐s ❞❡ ❝♦r♣s✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s ✭♦✉ ❧❡s
❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✮ ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ❯♥ ❝♦r♦❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❡
t❤é♦rè♠❡ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t s❡❧♦♥ ❧❡q✉❡❧✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥♥é❡ ❡st ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡
s♦♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✹❪ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❈r❛♠❡r✳
❊♥ ♥♦t❛♥t tcomB ❧❛ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✲♠❛tr✐❝❡ ❞❡ B✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❈r❛♠❡r ❡st ✿
B ∗ tcomB = tcomB ∗B = detB ∗ In ✭✶✮
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✮ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (xIn −A) ∈Mn(R[x])✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
tcom(xIn −A) ∗ (xIn −A) = det (xIn −A) ∗ In = pA(x) ∗ In ✭✷✮
▲✬❛♥♥❡❛✉ Mn(R[x]) ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡st ❛✉ss✐ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠❛tr✐❝✐❡❧s
(Mn(R))[X]✳ ▲✬é❣❛❧✐té ✭✷✮ s✬é❝r✐t ❛✐♥s✐ ❞❛♥s (Mn(R))[X] ✿
tcom(xIn −A) ∗ (X −A) = pA(X) ✭✸✮
❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ (X −A) ❡st ❢❛❝t❡✉r ❞❡ pA(X) ❞❛♥s (Mn(R))[X] ❡t ❞♦♥❝ pA(A) = On✳
❋♦r♠❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❝❡tt❡
♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ P♦✉r ❛rr✐✈❡r à ❝❡t ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡✉① ❞✐✣❝✉❧tés
s♦♥t à s✉r♠♦♥t❡r✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉✐ s♦♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ♦✉
✏tr✐✈✐❛❧❡s✑ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥✳ P❛r❛❞♦①❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❝❡s ♣❛rt✐❡s✱
q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❡st ❧❛ tâ❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥
s❡❝♦♥❞ ❧✐❡✉✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r ❞❡s é♥♦♥❝és ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥✳ ▲✬✐♥térêt ♥✬❡st ♣❛s
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s s✉r ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡s é♥♦♥❝és ❞❡ ❝❡s ♣r❡✉✈❡s s♦✐❡♥t ❧❡
♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡❝✐ ❢❛❝✐❧✐t❡r❛ ❧❛ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✳
✷
❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❧✉s✐❡✉rs
♣r♦❜❧è♠❡s s❡ ♣♦s❡♥t ❧♦rs ❞❡ s❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❉✐r❡ q✉❡ Mn(R[x]) ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à (Mn(R))[x] éq✉✐✈❛✉t
❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉ ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♣♦❧②♥ô♠❡s ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡♥ x ♠✉❧t✐♣❧✐é❡s ♣❛r ❞❡s
♠❛tr✐❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠❛tr✐❝✐❡❧s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
(
x2 + 1 x− 2
−x+ 3 2x− 4
)
= x2
(
1 0
0 0
)
+ x
(
0 1
−1 2
)
+
(
1 −2
3 −4
)
✭✹✮
▲❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s φ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s
✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ✭✷✮ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡
♣♦❧②♥ô♠❡s✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ φ ❛✉① ♣❛rt✐❡s ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✷✮ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿
φ(tcom(xIn −A) ∗ (xIn −A)) = φ(pA(x) ∗ In)
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ φ s♦♥t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✿
φ(tcom(xIn −A)) ∗ φ(xIn −A) = φ(pA(x) ∗ In)
▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✸✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t à ❧✬é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s✳
✸✳ ❙❙❘❡❢❧❡❝t
❙❙❘❡❢❧❡❝t ❬✼✱ ✽❪ ✭♣♦✉r ❙♠❛❧❧ ❙❝❛❧❡ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ♦✉ ré✢❡❝t✐♦♥ à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡✮ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❞❡ ❈♦q ❬✸❪ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❛❝t✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❈♦q ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r tr❛✈❛✐❧❧❡r
s✉r ❞❡s t②♣❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬é❣❛❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❈♦q ✭é❣❛❧✐té ❞❡
▲❡✐❜♥✐③✮✳ ❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛ été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ●✳ ●♦♥t❤✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ s❛ ♣r❡✉✈❡
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✹ ❝♦✉❧❡✉rs✳ ❯♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❬✽❪ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s ❛ été ❢❛✐t ❛✉ ❞❡ss✉s
❞❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t✳ ■❧ ❝♦♠♣r❡♥❞✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙②❧♦✇ ❡t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡
❈❛✉❝❤②✲❋r♦❜❡♥✉✐s✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ♣♦✉r ré✢é❝❤✐r ❡♥tr❡
❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❜♦♦❧é❡♥s ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❈♦q✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ t❛❝t✐q✉❡
❞❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❈♦q ❞❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ❉❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡s s✉r ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❡t ♣ré❝✐sé♠❡♥t
s♦♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ t❛❝t✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❬✼❪✳
❘é✢❡❝t✐♦♥
❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❈♦q ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t ❡st ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❧❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❜♦♦❧é❡♥♥❡s s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡
♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡s ❞❡✉① ✈✐s✐♦♥s ❡t ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ✈❡rs ❧❛
✈❡rs✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s str✉❝t✉ré❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛
✈❡rs✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❡ t②♣❡ ❜♦♦❧é❡♥ ❡st ✐♥❥❡❝té ❞❛♥s ❝❡❧✉✐ ❞❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ✿
❈♦❡r❝✐♦♥ ✐s❴tr✉❡ ✭❜✿ ❜♦♦❧✮ ✿❂ ❜ ❂ tr✉❡✳
❆✐♥s✐✱ ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ tr❛♥s♣❛r❡♥t❡ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❧♦rsq✉❡ ❈♦q ❛tt❡♥❞ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ❡t
r❡ç♦✐t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❜ ❞❡ t②♣❡ ❜♦♦❧✱ ✐❧ ❧❛ tr❛❞✉✐r❛ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭✐s❴tr✉❡ ❜✮✱ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❜ = tr✉❡✳
▲❡ ♣ré❞✐❝❛t ✐♥❞✉❝t✐❢ r❡❢❧❡❝t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❡t ❝♦♥❢♦rt❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
❞é❝✐❞❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ❜♦♦❧é❡♥s ✿
✸
❖✉❧❞ ❇✐❤❛
■♥❞✉❝t✐✈❡ r❡❢❧❡❝t ✭P✿ Pr♦♣✮✿ ❜♦♦❧ ✲❃ ❚②♣❡ ✿❂
⑤ ❘❡❢❧❡❝t❴tr✉❡✿ P ❂❃ r❡❢❧❡❝t P tr✉❡
⑤ ❘❡❢❧❡❝t❴❢❛❧s❡✿ ⑦P ❂❃ r❡❢❧❡❝t P ❢❛❧s❡✳
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭r❡❢❧❡❝t P ❜✮ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ P ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✭✐s❴tr✉❡ ❜✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ✫✫ ❡t ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✴❭ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡
s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❛ ❛♥❞P✿ ❢♦r❛❧❧ ❛ ❜✿❜♦♦❧✱ r❡❢❧❡❝t ✭❛ ✴❭ ❜✮ ✭❛ ✫✫ ❜✮✳
❉❡s ❧❡♠♠❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡ q✉❡ ❛♥❞P s♦♥t ❞é✜♥✐s ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❛✈♦✐r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✮ ❞♦♥♥é❡ ❡t s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡✳
P❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❢❧❡❝t s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❬✼❪✳
▲❛♥❣❛❣❡ ❞❡ t❛❝t✐q✉❡s
▲❡s s❝r✐♣ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡ é❝r✐ts ❛✈❡❝ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❞✐✛èr❡♥t ❞❡ ❝❡✉① é❝r✐ts ❞❛♥s❈♦q st❛♥❞❛r❞✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡
❞❡ t❛❝t✐q✉❡ ❞❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s
s❝r✐♣ts✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s s❝r✐♣ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡ é❝r✐ts ❛✈❡❝ ❙❙❘❡❢❧❡❝t s❡ ré✈è❧❡♥t ♣❧✉s ❝♦♥❝✐s q✉❡ ❝❡✉①
é❝r✐ts ❞❛♥s ❈♦q st❛♥❞❛r❞✳
❚♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❢réq✉❡♥t❡s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❞é♣❧❛❝❡r ♦✉ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❞❡♣✉✐s ♦✉ ✈❡rs ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❝♦✉r❛♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ♠♦✈❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ✏♠♦✈❡✿ ✭❍✶ ❛✮✑
♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❍✶ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✳ ❯♥ ❛✉tr❡
❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ✏♠♦✈❡❂❃ ① ② ❍✷✑ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ① ❡t ②✱ ❡t ❞✬✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❍✷ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦✉r❛♥t✳ ▲❛ t❛❝t✐q✉❡ ♠♦✈❡✿ ✭❍✶ ❛✮ ❂❃ ❍✷ ① ② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡t ✉♥✐q✉❡ t❛❝t✐q✉❡✳
▲❛ t❛❝t✐q✉❡ r❡✇r✐t❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❞❡
❞é♣❧✐❛❣❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦✉ ✉♥ ♣❛tt❡r♥
❞♦♥♥é✳ ❈❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦✉ sé♣❛ré♠❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡
r❡✇r✐t❡ ✴❞❡❢ ❍✶ ❄❍✷ ✦❍✸ ④✷⑥❬❴ ✯ ❴❪❍✹ ✴❂ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♣❧✐❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡❢✱ ❞❡ ré❝r✐r❡ ❛✈❡❝
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❍✶✱ ❞❡ ré❝r✐r❡ ③ér♦ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❍✷✱ ❞❡ ré❝r✐r❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ❛✈❡❝
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❍✸✱ ❞❡ ré❝r✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✉ ♣❛tt❡r♥ ❬❴ ✯ ❴❪ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❍✹ ❡t ❞❡
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t✳
▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ré✢❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞é❝✐❞❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ❜♦♦❧é❡♥s ❞é❝r✐t ♣❧✉s ❤❛✉t ❡st ✐♥té❣ré
❛✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ t❛❝t✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❍ ❞❡ t②♣❡
❛ ✫✫ ❜✱ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ♠♦✈❡✴❛♥❞P ✿ ❍ ❂❃ ❍ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❛♥❞P à ❍ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❍ ❞❡ t②♣❡ ❛ ✴❭ ❜✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛ ✫✫ ❜✱ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡
❛♣♣❧②✴❛♥❞P ❝❤❛♥❣❡ ❧❡ ❜✉t ♣❛r ❛ ✴❭ ❜✳ ❊♥✜♥✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭❛ ✫✫ ❜✮ ✲❃ ●✱ ❧❛
t❛❝t✐q✉❡ ❝❛s❡✴❛♥❞P ❂❃ ❍✶ ❍✷ ❝❤❛♥❣❡ ❧❡ ❜✉t ❡♥ ● ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❍✶ ✿ ❛ ❡t ❍✷ ✿ ❜✳
❙tr✉❝t✉r❡s
❉❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❙❙❘❡❢❧❡❝t✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r
tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞é❝✐❞❛❜❧❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s t②♣❡s ✜♥✐s✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❡q❚②♣❡ ❞é✜♥✐t ❧❡s
t②♣❡s ♠✉♥✐s ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③✳
❙tr✉❝t✉r❡ ❡q❚②♣❡ ✿ ❚②♣❡ ✿❂ ❊q❚②♣❡ ④
s♦rt ✿❃ ❚②♣❡❀
❴ ❂❂ ❴ ✿ s♦rt ✲❃ s♦rt ✲❃ ❜♦♦❧❀
❡qP ✿ ❢♦r❛❧❧ ① ②✱ r❡❢❧❡❝t ✭① ❂ ②✮ ✭① ❂❂ ②✮
⑥✳
✹
❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
▲❡ s②♠❜♦❧❡ ✿ ❃ ❞é❝❧❛r❡ s♦rt ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡q❚②♣❡ ✈❡rs s♦♥ t②♣❡ ♣♦rt❡✉r✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡
❞✬❤ér✐t❛❣❡✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❡q❚②♣❡ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❂❂✱ ❡♥
♣❧✉s ❡❧❧❡ ✐♥❥❡❝t❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ✈❡rs ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡qP✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ♣r♦✜t❡r
❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❈♦q✳
❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ♠❛❥❡✉r❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬❡q❚②♣❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ ♣r♦♦❢✲✐rr❡❧❡✈❛♥❝❡
♣♦✉r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✬é❣❛❧✐tés ❞❡ ❧❡✉rs é❧é♠❡♥ts✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♣❛✐r❡ ❞✬♦❜❥❡ts é❣❛✉①✳
▲❡♠♠❛ ❡q❴✐rr❡❧❡✈❛♥❝❡✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❞✿ ❡q❚②♣❡✮ ✭① ②✿ ❞✮ ✭❊✿ ① ❂ ②✮ ✭❊✬✿ ① ❂ ②✮✱ ❊ ❂ ❊✬✳
❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❡q❚②♣❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✿
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ s❡t ✭❞✿ ❡q❚②♣❡✮ ✿❂ ❞ ✲❃ ❜♦♦❧✳
❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ❜♦♦❧é❡♥♥❡ s✉r ✉♥ ❡q❚②♣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❧❛ s❛t✐s❢♦♥t✳ ❆✈❡❝
❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦✉ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s❡ ❞é✜♥✐ss❡♥t
❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ s❡t■ ✭❛ ❜ ✿ s❡t ❞✮ ✿ s❡t ❞ ✿❂ ❢✉♥ ① ❂❃ ❛ ① ✫✫ ❜ ①✳
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ s❡t❈ ✭❛ ✿ s❡t ❞✮ ✿ s❡t ❞ ✿❂ ❢✉♥ ① ❂❃ ⑦⑦ ❛ ①✳
■❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ t②♣❡ ❞❡s ❧✐st❡s s✉r ✉♥ ❡q❚②♣❡ ❞ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s q✉✐ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ✉♥ t❡st ❜♦♦❧é❡♥ ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡✳ ▲❡ t②♣❡
❞❡s ❧✐st❡s s✉r ✉♥ ❡q❚②♣❡ ❞ s❡ ❞é✜♥✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❛r ✿
■♥❞✉❝t✐✈❡ s❡q ✿ ❚②♣❡ ✿❂ ❙❡q✵ ⑤ ❆❞❞s ✭① ✿ ❞✮ ✭s ✿ s❡q✮✳
❆❞❞s ❡t ❙❡q✵ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❝♦♥s ❡t ♥✐❧ ❞✉ t②♣❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐st ❞❡
❈♦q✳ ▲❡ t②♣❡ s❡q ❞ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❧✐st❡s s✉r ✉♥ ❡q❚②♣❡ ❞✳ ❙✉r ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❧✐st❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❡t r❛✐s♦♥♥❡r s✉r s❡s é❧é♠❡♥ts✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♦❧❞r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞❛♥s
❙❙❘❡❢❧❡❝t à ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❢♦❧❞ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡
s✉r ✉♥❡ ❧✐st❡✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉❜✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡ s✉❜ ①✵ s ✐ r❡t♦✉r♥❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✐ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ s✱ s✐ ✐ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✱ ❡t ①✵ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❦s❡q ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r ❞♦♥♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♠❦s❡q ❢ ♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧✐st❡
❬✭❢ ✵✮✱ ✭❢ ✶✮✱ ✳✳✳✱ ✭❢ ♥✲✶✮❪✳
❯♥ t②♣❡ ✜♥✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✳ ■❧ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡
t♦✉s s❡s é❧é♠❡♥ts✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❧✐st❡ s✉r ✉♥ ❡q❚②♣❡ ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s t②♣❡s ✜♥✐s✳ ▲❛
str✉❝t✉r❡ ❢✐♥❚②♣❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ s✉r ✉♥ ❡q❚②♣❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉✬❛✉❝✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡
❧✐st❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❢♦✐s✳
❙tr✉❝t✉r❡ ❢✐♥❚②♣❡ ✿ ❚②♣❡ ✿❂ ❋✐♥❚②♣❡ ④
s♦rt ✿❃ ❡q❚②♣❡❀
❡♥✉♠ ✿ s❡q s♦rt❀
❡♥✉♠P ✿ ❢♦r❛❧❧ ①✱ ❝♦✉♥t ✭s❡t✶ ①✮ ❡♥✉♠ ❂ ✶
⑥✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭s❡t✶ ①✮ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ x ❡t ✭❝♦✉♥t ❢ ❧✮ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts
② ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❧ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✭❢ ②✮ ❡st ✈r❛✐❡✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡♥✉♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉
t②♣❡ ✜♥✐✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❢✐♥❚②♣❡ ❞✱ ✭❡♥✉♠ ❞✮ r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❞✳
✺
❖✉❧❞ ❇✐❤❛
P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s t②♣❡s ✜♥✐s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ 0..n − 1✱ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t
❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ t②♣❡s ♥♦♠♠é❡ ♦r❞✐♥❛❧ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡s ♣❛✐r❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡
❡♥t✐❡r p ❡t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ p ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à n✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ t❡st ❜♦♦❧é❡♥✱
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐rr❡❧❡✈❛♥❝❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡ t②♣❡ s♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ p✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ■❴✭♥✮ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t②♣❡ ♦r❞✐♥❛❧ ♥✳
✹✳ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥s ❈♦q
❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s
s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①é❡s ❡t ❧❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts✳ ❈❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣❛r ❨✳ ❇❡rt♦t ❡t
●✳ ●♦♥t❤✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ✏▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts✑✳ ▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✱ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡t ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❞✉ r❡st❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❝❡❧✉✐
❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❡st ❧✬ét❛♣❡ ✉❧t✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✳
✹✳✶✳ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①é❡s
❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉
❞ét❡r♠✐♥❛♥t✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①é❡s ✭s♦♠♠❡ ❡t ♣r♦❞✉✐t✮ s♦♥t ❢réq✉❡♥t❡s✳ ❋❛❝t♦r✐s❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
♣r♦♣r✐étés ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s s♦♠♠❡s ❡t ♣r♦❞✉✐ts ✐♥❞❡①és ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s é♥♦♥❝és ♣❧✉s ❧✐s✐❜❧❡s✳ ❯♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
✐♥❞❡①é❡s ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ❡❧❧❡ ♣♦✉rr❛ ❧✬êtr❡
❛✉ss✐ ❞❛♥s ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
❯♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①é❡ ❡st ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❛✉① é❧é♠❡♥ts
❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝✬❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡
❞♦♥♥é❡✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①é❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ r❡❞✉❝❡❜✐❣ ❘ ■ ♦♣ ♥✐❧ ✭r ✿ s❡q ■✮ P ❋ ✿ ❘ ✿❂
❢♦❧❞r ✭❢✉♥ ✐ ① ❂❃ ✐❢ P ✐ t❤❡♥ ♦♣ ✭❋ ✐ ✿ ❘✮ ① ❡❧s❡ ①✮ ♥✐❧ r✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡❞✉❝❡❜✐❣ ❛ ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✉♥ t②♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❘✱ ✉♥ ❡q❚②♣❡ ■✱ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❜✐♥❛✐r❡ ♦♣ s✉r ❘✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥✐❧ ❞❡ ❘ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✱ ✉♥❡ ❧✐st❡ r s✉r ■✱ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ P s✉r ■ ✭✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ■ ✈❡rs ❜♦♦❧ ✿ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s✉r ■✮ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❋ ❞❡ ■ ✈❡rs
❘✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ r❡❞✉❝❡❜✐❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ s❝❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t à ✿
F p1 op F p2 op · · · op F pn op nil,
▲❡s pi s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ r ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ♣r♦♣r✐été P ❡st ✈r❛✐❡ ✿ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
P ✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❞✉❝❡❜✐❣ ❡st ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❡t
❧♦rsq✉❡ ♥✐❧ ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧♦rsq✉❡ ✭❘✱ ♦♣✱ ♥✐❧✮ ❡st ✉♥
♠♦♥♦ï❞❡✳
▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❭❜✐❣❬✯✪▼✴✶❪❴✭✐⑤ P ✐✮ ❋ ✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❞✉❝❡❜✐❣ à ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ✯
❞✬✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ✶✳ ▲❡ r❡st❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ✐♥❢éré ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣❛r
❈♦q✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❭❜✐❣❬✯✪▼✴✶❪❴✭✐⑤ ✐ ❁ ♥✮ ✐ éq✉✐✈❛✉t à ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
∑
i<n i✳
❯♥ ❧❡♠♠❡ ✐♥tér❡ss❛♥t s✉r r❡❞✉❝❡❜✐❣ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ ré✲
✐♥❞❡①❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ✐♥❞❡①é❡✱ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s s♦♠♠❡s
∑n
i=0(i + m) ❡t
∑n+m
j=m j✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ i ❡t j s♦♥t ❞❡
t②♣❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t [0..n] ❡t [m..n+m]✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s✳
✻
❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
❈❡tt❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : x→ x+m✳
▲❡ ♣ré❞✐❝❛t ✐❜❥❡❝t✐✈❡ P ❤ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤ ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ P✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡
❞❡ ré✲✐♥❞❡①❛t✐♦♥ s✬é♥♦♥❝❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
▲❡♠♠❛ r❡✐♥❞❡① ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭■ ❏ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮ ✭❤ ✿ ❏ ✲❃ ■✮ P ❋✱
✐❜✐❥❡❝t✐✈❡ P ❤ ✲❃
❭❜✐❣❬✯✪▼✴✶❪❴✭✐ ⑤ P ✐✮ ❋ ✐ ❂ ❭❜✐❣❬✯✪▼✴✶❪❴✭❥ ⑤ P ✭❤ ❥✮✮ ❋ ✭❤ ❥✮✳
❯♥ ❛✉tr❡ rés✉❧t❛t ✐♥tér❡ss❛♥t s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①é❡s ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❝❡tt❡
♦♣ér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ✐♥❞❡①é❡✱
❧❡ rés✉❧t❛t s✬é❝r✐t
∑n+m
i=0 i =
∑n
i=0 i +
∑n+m
i=n+1 i✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡
❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿
▲❡♠♠❛ ❜✐❣■❉ ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭■ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮ ✭❛ ✿ s❡t ■✮ ✭P ✿ ■ ✲❃ ❜♦♦❧✮ ❋✱
❭❜✐❣❬✯✪▼✴✶❪❴✭✐ ⑤ P ✐✮ ❋ ✐
❂ ❭❜✐❣❬✯✪▼✴✶❪❴✭✐ ⑤ P ✐ ✫✫ ❛ ✐✮ ❋ ✐ ✯ ❭❜✐❣❬✯✪▼✴✶❪❴✭✐ ⑤ P ✐ ✫✫ ⑦⑦ ❛ ✐✮ ❋ ✐✳
❉❛♥s ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ P ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉①
❡♥s❡♠❜❧❡s P ∩ a ❡t P ∩ ā✱ ♦ù ā ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ā✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥❞❡①és
♣❛r P ♣❡✉t êtr❡ ❞♦♥❝ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ s✉✐✈❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳
✹✳✷✳ ❙tr✉❝t✉r❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s
❉❛♥s ❧✬❛ss✐st❛♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❈♦q✱ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡s ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ✭❘❡❝♦r❞ ♦✉ ❙tr✉❝t✉r❡✮ q✉✐ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❧♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ ❞❛♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✐♥✈♦q✉❛♥t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❡q❚②♣❡ s✉r ❧❡ t②♣❡ ♥❛t ✐❧ ❢❛✉t ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞é❝✐❞❛❜❧❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ♣r♦✉✈❡r q✉❡
❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳
❋✐①♣♦✐♥t ❡q♥ ✭♠ ♥ ✿ ♥❛t✮ ④str✉❝t ♠⑥ ✿ ❜♦♦❧ ✿❂
♠❛t❝❤ ♠✱ ♥ ✇✐t❤
⑤ ✵✱ ✵ ❂❃ tr✉❡
⑤ ❙ ♠✬✱ ❙ ♥✬ ❂❃ ❡q♥ ♠✬ ♥✬
⑤ ❴✱ ❴ ❂❃ ❢❛❧s❡
❡♥❞✳
▲❡♠♠❛ ❡q♥P ✿ r❡❢❧❡❝t❴❡q ❡q♥✳
Pr♦♦❢✳
✳✳✳
◗❡❞✳
❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ♥❛t❴❡q❚②♣❡ ✿❂ ❊q❚②♣❡ ✭❅❡q♥P✮✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡✳
▲❡♠♠❛ ❡q♥❴❛❞❞✵ ✿ ❢♦r❛❧❧ ♠ ♥✿♥❛t✱ ✭♠ ✰ ♥ ❂❂ ✵✮ ❂ ✭♠ ❂❂ ✵✮ ✫✫ ✭♥ ❂❂ ✵✮✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❂❂ ❞é♥♦t❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❛♥s ✉♥ ❡q❚②♣❡✳ ❉❛♥s ❝❡t é♥♦♥❝é ❈♦q s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ♠ ❡t ♥
s♦✐❡♥t ❞✬✉♥ t②♣❡ ❡q❚②♣❡✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧s s♦♥t ❞❡ t②♣❡ ♥❛t✱ ❈♦q ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡q❚②♣❡
❞♦♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ s♦rt ❡st ♥❛t✳ ●râ❝❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ♥❛t❴❡q❚②♣❡✱ ❈♦q
♣❡✉t ✐♥❢ér❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ t②♣❡ ♥❛t❴❡q❚②♣❡ ❛✉① ❛r❣✉♠❡♥ts ♠ ❡t ♥✳
▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡s ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ❡st ♣✉✐ss❛♥t ❡t très ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✈❡❝ ❧❡s str✉❝t✉r❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ♦✉ ❧❡s ❛♥♥❡❛✉①✳ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ssr❛❧❣ q✉✐✱ ❡♥
✼
❖✉❧❞ ❇✐❤❛
✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡✱ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s r❡❣r♦✉♣❛♥t ♠♦♥♦ï❞❡✱ ❣r♦✉♣❡✱
❛♥♥❡❛✉ ❡t ❝♦r♣s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s t②♣❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t
♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❆✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ s✉r ❝❡s
t②♣❡s✱ ❈♦q ♣♦✉rr❛ ✐♥❢ér❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞✬✉♥✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r ❝❡s t②♣❡s ✭❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ♦♣♣♦sé✮
❡t ❞✬❛✈♦✐r ❛✐♥s✐ ❞❡s é♥♦♥❝és ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❡t ♣❧✉s ❧✐s✐❜❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
✹✳✸✳ ▼❛tr✐❝❡s ❡t ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts
❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ R ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ✐♥❞❡①é❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ (i, j) ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡❛✉ R✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és m ❡t
n ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❡t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✱ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s✉r R ✭✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ Mm,n(R)✮ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡
♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ [0..n[→ [0..m[→ R✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡q❚②♣❡ s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢❣r❛♣❤❚②♣❡ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✉♥ ❢✐♥❚②♣❡ ❡t ❧❡ ❝♦✲❞♦♠❛✐♥❡ ✉♥ ❡q❚②♣❡✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❛✐♥s✐ ♠✉♥✐❡s ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③✳ P♦✉r ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢ ❡t ❣✱ ❧❡s
♥♦t❛t✐♦♥s ❢ ❂✶ ❣ ❡t ❢ ❂✷ ❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ∀x, f x = g x ❡t ∀x y, f x y = g x y✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦♥t ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ t②♣❡ ❢✐♥❚②♣❡ ❡t ❞❡s ❝♦✲❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ t②♣❡ ❡q❚②♣❡✱
❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ❢ ❂ ❣✳
▲❡ t②♣❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ (m,n) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✭♠ ♥ ✿♥❛t✮ ✿❂ ❢❣r❛♣❤❚②♣❡ ✭■❴✭♠✮ ✯ ■❴✭♥✮✮ ❘✳
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛tr✐①❴♦❢❴❢✉♥ ❡t ❢✉♥❴♦❢❴♠❛tr✐① ♣❡r♠❡tt❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡
t②♣❡ ♠❛tr✐① à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡rt✐r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ ♠❛tr✐① ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❞❡✉①
❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ♠❛tr✐① ✈❡rs ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❆ ❡t ❇ s♦♥t é❣❛❧❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❆ ❂✷ ❇✳ ❈❡ q✉✐
✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t é❣❛❧❡s ✿ ❢✉♥❴♦❢❴♠❛tr✐① ❆ ❂✷ ❢✉♥❴♦❢❴♠❛tr✐① ❇✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ▼❴✭♥✮ ❡t ❭❩ ① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ t②♣❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s
❡t à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❡♥ ①✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❭♠❛tr✐①❴✭✐✱❥✮ ❊✱ ♦ù ❊ ❡st ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ✐ ❡t ❥✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐①❴♦❢❴❢✉♥ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢ ✐ ❥ ❂❃ ❊ ✐ ❥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
s❝❛❧❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ é❧é♠❡♥t ① ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ s❝❛❧❛r❴♠① ♥ ① ✿ ▼❴✭♥✮ ✿❂ ❭♠❛tr✐①❴✭✐✱ ❥✮ ✭✐❢ ✐ ❂❂ ❥ t❤❡♥ ① ❡❧s❡ ✵✮✳
▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ s✉r ❧❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳ ❈❡
❝❤♦✐① ❡st ♠♦t✐✈é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡s ✏✐♥❣ré❞✐❡♥ts✑
♥é❝❡ss❛✐r❡s à s❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✭❣r♦✉♣❡✱ s✐❣♥❛t✉r❡ ✳✳✳✮ ❛
été ❞é❥à ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s ❬✽❪✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡
A ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
det(A) =
∑
σ∈Sn
ǫ(σ)
n
∏
i=1
ai,σ(i) ✭✺✮
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ✐❧ ❡st q✉❡st✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①é❡s ♣♦✉r ❧❡s s♦♠♠❡s ❡t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts✱ ❞❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✭Sn✮ ❡t ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✭ǫ(σ)✮✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❝❛❝❤❡♥t
♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❉❛♥s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ s✉r ❧❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
✭✺✮ ✿
✽
❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
✕ ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❡t ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣❛r ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥
♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ t②♣❡ ■❴✭♥✮✱
✕ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❡st ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ q✉✐ ♣♦✉rr❛
êtr❡ é♥✉♠éré ❡t ❞♦♥❝ s❡r✈✐r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s✳
❆✈❡❝ ❝❡s ❝❤♦✐①✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❡t à ❝❡❧✉✐ s✉r
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✺✮ s✬é❝r✐t ✿
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♥ ✭❆ ✿ ▼❴✭♥✮✮ ✿❂
❭s✉♠❴✭s ✿ ❙❴✭♥✮✮ ✭✲✶✮ ❫ s ✯ ❭♣r♦❞❴✭✐✮ ❆ ✐ ✭s ✐✮✳
▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❭s✉♠ ❡t ❭♣r♦❞ r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✐♥❞❡①és✳ ❈❡ s♦♥t
❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ r❡❞✉❝❡❜✐❣ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❡s ✭❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❙❴✭♥✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
à n é❧é♠❡♥ts✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❭❞❡t r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✳
P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❈r❛♠❡r✱ ❧❛ ❝♦✲♠❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
r♦✇✬✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ i ✐♥❢ér✐❡✉r à m ✭✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ■❴✭♠✮✮ ❡t ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ (m,n) ❀ ❡❧❧❡ r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (m−1, n) ♦ù ❧❛ r❛♥❣é❡ i ❛ été ❡♥❧❡✈é❡✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s
❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r♦✇ r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (1, n) ✭✉♥❡ r❛♥❣é❡ ❡t n ❝♦❧♦♥♥❡s✮ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ r❛♥❣é❡
i✳ ▲❛ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✲♠❛tr✐❝❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❥✉❣❛t❡✳
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❝♦❢❛❝t♦r ♥ ✭❆ ✿ ▼❴✭♥✮✮ ✭✐ ❥ ✿ ■❴✭♥✮✮ ✿❂
✭✲✶✮ ❫✰✭✐ ✰ ❥✮ ✯ ❭❞❡t ✭r♦✇✬ ✐ ✭❝♦❧✬ ❥ ❆✮✮✳
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❛❞❥✉❣❛t❡ ♥ ✭❆ ✿ ▼❴✭♥✮✮ ✿❂ ❭♠❛tr✐①❴✭✐✱ ❥✮ ✭❝♦❢❛❝t♦r ❆ ❥ ✐✮✳
▲✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❈r❛♠❡r ❡st ❛❧♦rs ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♠✉❧♠①❴❛❞❥r ✿
▲❡♠♠❛ ♠✉❧♠①❴❛❞❥r ✿ ❢♦r❛❧❧ ♥ ✭❆ ✿ ▼❴✭♥✮✮✱ ❆ ✯ ❛❞❥✉❣❛t❡ ❆ ❂ ❭❩ ✭❭❞❡t ❆✮✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✭det(A) =
∑n
i=1 ai,jcofacteur(A)i,j✮ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❧✐❣♥❡ ♦✉ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡t ❞❡s ❝♦❢❛❝t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st
❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
▲❡♠♠❛ ❡①♣❛♥❞❴❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❴r♦✇ ✿ ❢♦r❛❧❧ ♥ ✭❆ ✿ ▼❴✭♥✮✮ ✐✱
❭❞❡t ❆ ❂ ❭s✉♠❴✭❥✮ ❆ ✐ ❥ ✯ ❝♦❢❛❝t♦r ❆ ✐ ❥✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s❡❧♦♥ ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛❧t❡r♥é❡ ✭❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ♦ù ❛✉
♠♦✐♥s ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❡st ♥✉❧✮ s✬é♥♦♥❝❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
▲❡♠♠❛ ❛❧t❡r♥❛t❡❴❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✿ ❢♦r❛❧❧ ♥ ✭❆ ✿ ▼❴✭♥✮✮ ✐✶ ✐✷✱
✐✶ ✦❂ ✐✷ ✲❃ ❆ ✐✶ ❂✶ ❆ ✐✷ ✲❃ ❭❞❡t ❆ ❂ ✵✳
❈♦♠♠❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❧❡ t❡r♠❡ ✭❆ ✐✶✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✉♥
❛r❣✉♠❡♥t ❡t ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✐✶ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆✳
✹✳✹✳ P♦❧②♥ô♠❡s
❯♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ R ✿
anx
n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0
✾
❖✉❧❞ ❇✐❤❛
❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ✉♥✐q✉❡✱ ❡♥ ❡✛❡t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s anxn + an−1xn−1 +
· · · + a1x + a0 ❡t 0xn+1 + anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0 ♦♥t ❞❡s ❧✐st❡s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t❡s
♠❛✐s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐❧
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♥♦r♠❛❧✐sés✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡✉① ❞♦♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞❡❣ré ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❡t ❛✈♦✐r ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s♦♥t
❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❙tr✉❝t✉r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭❘ ✿ r✐♥❣✮ ✿ ❚②♣❡ ✿❂ P♦❧② ④
♣ ✿❃ s❡q ❘❀
♥♦r♠❛❧ ✿ ❧❛st ✶ ♣ ✦❂ ✵
⑥✳
▲❛ ♣r♦♣r✐été ♥♦r♠❛❧ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡
❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❡q❚②♣❡ s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♣❛r ✿
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❝♦❡❢ ✭♣ ✿ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ✐ ✿❂ s✉❜ ✵ ♣ ✐✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦❡❢ ♣ ❡st ❞❡ t②♣❡ ♥❛t ✲❃ ❘✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬é❣❛❧✐té
❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❝❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✿
▲❡♠♠❛ ❝♦❡❢❴❡qP ✿ ❢♦r❛❧❧ ♣✶ ♣✷✱ ❝♦❡❢ ♣✶ ❂✶ ❝♦❡❢ ♣✷ ❁✲❃ ♣✶ ❂ ♣✷✳
❆✈❡❝ ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛ss❡r ❞❡ ♥♦tr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✈❡rs ❝❡❧❧❡ q✉✐
♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡s
♣r❡✉✈❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❞❡✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
(
n
∑
i=0
aix
i
)


m
∑
j=0
bjx
j

 =
m+n
∑
k=0


∑
i+j=k
aibj

xk. ✭✻✮
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ❞❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts s✉r ❞❡s s♦♠♠❡s
✐♥❞❡①é❡s✱ s❛♥s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ré❝✉rr❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❭❳ ❡t ❭❈ ❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦♥ô♠❡ x ❡t ❛✉ ♣♦❧②♥ô♠❡
❝♦♥st❛♥t c✳
▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♣❛r ① ✭❞é❝❛❧❛❣❡ à ❞r♦✐t❡✮ ❡t ❛❞❞✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡st
❧✬✉♥❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❡❧❧❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❤♦r♥❡r ❝ ♣ ✿ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✿❂
✐❢ ♣ ✐s P♦❧② ✭❆❞❞s ❴ ❴ ❛s s✮ ♥s t❤❡♥ P♦❧② ✭♥s ✿ ♥♦r♠❛❧ ✭❆❞❞s ❝ s✮✮ ❡❧s❡ ❭❈ ❝✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
s❡ ❞é✜♥✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ✿
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♠❦P♦❧② ✿❂ ❢♦❧❞r ❤♦r♥❡r ❭❈✵✳
◆♦t❛t✐♦♥ ✧❭♣♦❧②❴ ✭ ✐ ❁ ♥ ✮ ❊✧ ✿❂ ✭♠❦P♦❧② ✭♠❦s❡q ✭❢✉♥ ✐ ✿ ♥❛t ❂❃ ❊✮ ♥✮✮✳
▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❭♣♦❧② ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❭♣♦❧②❴ ✭ ✐ ❁ ♥ ✮ ✐ ❡st ✿ n− 1xn−1 + · · ·+ 1x+ 0
✶✵
❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳
▲❛ ❧✐st❡ rés✉❧t❛t ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❦P♦❧②✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉①
♣♦❧②♥ô♠❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❋✐①♣♦✐♥t ♠✉❧t❴♣♦❧②❴s❡q ✭s✶ s✷ ✿ s❡q ❘✮ ④str✉❝t s✶⑥ ✿ s❡q ❘ ✿❂
✐❢ s✶ ✐s ❆❞❞s ❝✶ s✶✬ t❤❡♥
❛❞❞❴♣♦❧②❴s❡q ✭♠❛♣s ✭❢✉♥ ❝✷ ❂❃ ❝✶ ✯ ❝✷✮ s✷✮
✭❆❞❞s ✵ ✭♠✉❧t❴♣♦❧②❴s❡q s✶✬ s✷✮✮
❡❧s❡ s❡q✵✳
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♠✉❧t❴♣♦❧② ✭♣✶ ♣✷ ✿ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ✿❂ ♠❦P♦❧② ✭♠✉❧t❴♣♦❧②❴s❡q ♣✶ ♣✷✮✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s t②♣❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡t s❡q ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡
♠✉❧t❴♣♦❧②❴s❡q ♣✶ ♣✷ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣✶ ❡t ♣✷ s♦♥t ❞❡ t②♣❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❝♦❡❢❴♠✉❧❴♣♦❧②
▲❡♠♠❛ ❝♦❡❢❴♠✉❧❴♣♦❧② ✿ ❢♦r❛❧❧ ♣✶ ♣✷ ✐✱
❝♦❡❢ ✭♠✉❧t❴♣♦❧② ♣✶ ♣✷✮ ✐ ❂ ❭s✉♠❴✭❥ ❁❂ ✐✮ ❝♦❡❢ ♣✶ ❥ ✯ ❝♦❡❢ ♣✷ ✭✐ ✲ ❥✮✳
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞❡✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❝❡✉① ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✻✮✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡✳ ❊❧❧❡
❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r s❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥é❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛
❞❡ ❍♦r♥❡r ♣♦✉r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ p ❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r x ♣❛r ✿
p(x) = ((...((anx+ an−1)x+ an−2)x+ ...) + a1)x+ a0 ✭✼✮
❙✉✐✈❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ✭✼✮ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦ù ♥♦✉s
é✈❛❧✉♦♥s✳ ❊❧❧❡ s❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❋✐①♣♦✐♥t ❡✈❛❧❴♣♦❧②❴s❡q ✭s ✿ s❡q ❘✮ ✭① ✿ ❘✮ ④str✉❝t s⑥ ✿ ❘ ✿❂
✐❢ s ✐s ✭❆❞❞s ❛ s✬✮ t❤❡♥ ❡✈❛❧❴♣♦❧②❴s❡q s✬ ① ✯ ① ✰ ❛ ❡❧s❡ ✵✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡ ❡t ❧❡
t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❡✈❛❧❴♣♦❧② ✭♣ ✿ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❘✮ ✿ ❘✲❃ ❘ ✿❂ ❡✈❛❧❴♣♦❧②❴s❡q ♣✳
▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣✳❬❝❪ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡✈❛❧❴♣♦❧② ❡♥ ♣ ❡t ❝✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
▲❡♠♠❛ ❡✈❛❧❴♣♦❧②❈ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❝ ①✱ ✭❭❈ ❝✮✳❬①❪ ❂ ❝✳
▲❡♠♠❛ ❡✈❛❧❴♣♦❧②❴♣❧✉s ✿ ❢♦r❛❧❧ ♣ q ①✱ ✭♣ ✰ q✮✳❬①❪ ❂ ♣✳❬①❪ ✰ q✳❬①❪✳
▲❡♠♠❛ ❡✈❛❧❴♣♦❧②❴♠✉❧t ✿ ❢♦r❛❧❧ ♣ q ①✱ ① ✯ q✳❬①❪ ❂ q✳❬①❪ ✯ ① ✲❃
✭♣ ✯ q✮✳❬①❪ ❂ ♣✳❬①❪ ✯ q✳❬①❪✳
❉❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡✈❛❧❴♣♦❧②❴♠✉❧t s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r
q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ① ♦ù ❧✬♦♥ é✈❛❧✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♣ ✯ q ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ q ❡♥ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✳
❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✈✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ é✈❛❧✉❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿
❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✳
✶✶
❖✉❧❞ ❇✐❤❛
❆♣rès ❝❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ r❡st❡ ♣❡✉t s✬é♥♦♥❝❡r ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❚❤❡♦r❡♠ ❢❛❝t♦r❴t❤❡♦r❡♠ ✿ ❢♦r❛❧❧ ♣ ❝✱
r❡❢❧❡❝t ✭❡①✐sts q✱ ♣ ❂ q ✯ ✭❭❳ ✲ ❭❈ ❝✮✮ ✭♣✳❬❝❪ ❂❂ ✵✮✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❞✐r❡ q✉❡ ♣✳❬❝❪ ❡st é❣❛❧❡ à q✳❬❝❪ ✯ ✭❭❳ ✲ ❭❈ ❝✮✳❬❝❪✱
✐❧ ❢❛✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✭❭❳ ✲ ❭❈ ❝✮ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ ❝✳ ❈❡ q✉✐ s❡ ♣r♦✉✈❡
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❛r ✶ ❡t ❝ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ ❝✳
✹✳✺✳ Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥
▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❡st ❧❛
♣❛rt✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ ❈r❛♠❡r ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✱ s♦♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ s❡ r❛tt❛❝❤❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❛✉① ♠❛tr✐❝❡s ❡t ❛✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s✳
❈❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❡❧❡r ♣❤✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t r❡t♦✉r♥❡
✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡ t❡r♠❡ s♦♥ ❞❡❣ré ♣❧✉s ✉♥✳ P♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❆✱
♣❤✐ ❆ ❡st ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞♦♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❦ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡♥
✐ ❡t ❥ ❡st ❝♦❡❢ ✭❆ ✐ ❥✮ ❦✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❘❬❳❪✱ ▼✭❘✮✱ ▼✭❘❬❳❪✮ ❡t ▼✭❘✮❬❳❪ r❡♣rés❡♥t❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❝❡❧✉✐
❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✳
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♣❤✐ ✭❆ ✿ ▼✭❘❬❳❪✮✮ ✿ ▼✭❘✮❬❳❪ ✿❂
❭♣♦❧②❴✭❦ ❁ ❭♠❛①❴✭✐✮ ❭♠❛①❴✭❥✮ s✐③❡ ✭❆ ✐ ❥✮✮ ❭♠❛tr✐①❴✭✐✱ ❥✮ ❝♦❡❢ ✭❆ ✐ ❥✮ ❦✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ ❝♦❡❢❴♣❤✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t s♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛r
♣❤✐✳
▲❡♠♠❛ ❝♦❡❢❴♣❤✐ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆ ✐ ❥ ❦✱ ❝♦❡❢ ✭♣❤✐ ❆✮ ❦ ✐ ❥ ❂ ❝♦❡❢ ✭❆ ✐ ❥✮ ❦✳
P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥ s♦♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐
❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✈❡rs ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✳
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❩♣♦❧② ✭♣ ✿ ❘❬❳❪✮ ✿ ▼✭❘✮❬❳❪ ✿❂ ❭♣♦❧②❴✭✐ ❁ s✐③❡ ♣✮ ❭❩ ✭❝♦❡❢ ♣ ✐✮✳
▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞é✜♥✐t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s xIn −A✳
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♠❛tr✐①❈ ✭❆ ✿ ▼✭❘✮✮ ✿ ▼✭❘❬❳❪✮ ✿❂ ❭♠❛tr✐①❴✭✐✱ ❥✮ ❭❈ ✭❆ ✐ ❥✮✳
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❝❤❛r❴♣♦❧② ✭❆ ✿ ▼✭❘✮✮ ✿ ❘❬❳❪ ✿❂ ❭❞❡t ✭❭❩ ❭❳ ✲ ♠❛tr✐①❈ ❆✮✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛tr✐①❈ ❡st ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ✈❡rs ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡
♣♦❧②♥ô♠❡s✳
❆♣rès ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ ❡st ♣r♦✉✈é ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❚❤❡♦r❡♠ ❈❛②❧❡②❴❍❛♠✐❧t♦♥ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆✱ ✭❩♣♦❧② ✭❝❤❛r❴♣♦❧② ❆✮✮✳❬❆❪ ❂ ✵✳
Pr♦♦❢✳
♠♦✈❡❂❃ ❆❀ ❛♣♣❧②✴❡qP❀ ❛♣♣❧②✴❢❛❝t♦r❴t❤❡♦r❡♠✳
r❡✇r✐t❡ ✲♣❤✐❴❩♣♦❧② ✲♠✉❧♠①❴❛❞❥❧ ♣❤✐❴♠✉❧❀ ♠♦✈❡✿ ✭♣❤✐ ❴✮ ❂❃ q❀ ❡①✐sts q✳
❜② r❡✇r✐t❡ ♣❤✐❴❛❞❞ ♣❤✐❴♦♣♣ ♣❤✐❴❩♣♦❧② ♣❤✐❴♣♦❧②❈ ❩♣♦❧②❳✳
◗❡❞✳
✶✷
❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉é ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞✉ r❡st❡✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❢❛❝t❡✉r ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ré❝r✐✈❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❈r❛♠❡r ✭♠✉❧♠①❴❛❞❥❧✮✳
▲❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ ❡st ❛❧♦rs ♣r♦✉✈é ♣❛r ❞❡s réé❝r✐t✉r❡s ❡t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s
❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ♦❜t❡♥✉✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t✱ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡s ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ❡t ❞❡s
♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❛✉ss✐ ❝♦♥❝✐s❡ ✿ ✸ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡s✳
✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ q✉✐ ❛❞♦♣t❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♠♦❞✉❧❛✐r❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ très s✐♠♣❧❡ ❀ ♠❛✐s
❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❛ été ❛ss❡③ ❧♦♥❣✉❡ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♦✉ ❧❡
❜♦♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ♠❛♥✐♣✉❧é❡s ✭♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ♠❛tr✐❝❡s✮✳ ▲❡s ❝❤♦✐①
♦♥t été ♠♦t✐✈és ♣❛r ❞❡s s♦✉❝✐s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ré✉t✐❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡
❞❡ ❈♦q ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s é♥♦♥❝és ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✉s✉❡❧❧❡s✳ ▲❡
❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ✭❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①é❡s✱
❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✮ ❢❛✈♦r✐s❡ ❧❛ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❞❛♥s ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▲❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①é❡s ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s s❡r♦♥t ré✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ♥♦s
♣r♦❝❤❛✐♥s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡s ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s✱ ✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❋❡✐t✲❚❤♦♠♣s♦♥✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✐❝✐ ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✳
❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦✉ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✳ ❉❡s ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s
str✉❝t✉r❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❬✾✱ ✶✶❪ ❡t ❬✺✱ ✶✵❪✳ ▼❛✐s ❝✬❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
q✉✐ r❡❣r♦✉♣❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡t ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ♦ù ❝❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❛ss❡♠❜❧é❡s ♣♦✉r ❢♦r♠❡r
❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♦❜❥❡ts ✿ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✳
❉❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✱ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ♥♦s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r ❞❡s t②♣❡s ♠✉♥✐s ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞é❝✐❞❛❜❧❡s ✿ ❧❡s ❡q❚②♣❡✳ ❊♥
♣❧✉s ❞✉ ❢❛✐t q✉✬❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s t♦✉s ❧❡s t②♣❡s s♦♥t ❞é❝✐❞❛❜❧❡s✱ ♥♦tr❡ ♣r❡✉✈❡ s✉r ❧❡s t②♣❡s
♦ù ❧✬é❣❛❧✐té ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡s ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sés ✈❡rs ❧❡s t②♣❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❈❡❝✐ s❡ ❢❛✐t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t
q✉❡ t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ❡st ✉♥❡ Z✲❛❧❣è❜r❡ ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s à n2
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z q✉✐ ❡st ✉♥ t②♣❡ ♦ù ❧✬é❣❛❧✐té ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡✳ ■❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐r ❛❧♦rs tr❛✈❛✐❧❧❡r
❛✈❡❝ ❧❡s ❙❡t♦✐❞✳
❉❛♥s ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❝♦♠♣r❡♥❞ ✽✸ ♦❜❥❡ts ✭❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❧❡♠♠❡s✮
♣♦✉r ❡♥✈✐r♦♥s ✹✾✵ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡s✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❧❡♠♠❡s ♣r♦♣r❡s à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ s♦♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✶✺ ♣♦✉r ✶✷✺ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡s✳ ▲❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t s♦♥t
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ❧✬❛❞r❡ss❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✲s♦♣✳✐♥r✐❛✳❢r✴♠❛r❡❧❧❡✴❙✐❞✐✳❇✐❤❛✴❝❛②❧❡②✴✳
❘é❢ér❡♥❝❡s
❬✶❪ P❛✉❧ ❡t ❏❛❝❦ ❆❜❛❞✱ ❚❤❡ ❍✉♥❞r❡❞ ●r❡❛t❡st ❚❤❡♦r❡♠s✱ ❉✐s♣♦♥✐❜❧❡ à
❤tt♣✿✴✴♣❡rs♦♥❛❧✳st❡✈❡♥s✳❡❞✉✴⑦♥❦❛❤❧✴❚♦♣✶✵✵❚❤❡♦r❡♠s✳❤t♠❧✳
❬✷❪ ❏❡r❡♠② ❆✈✐❣❛❞✱ ❑❡✈✐♥ ❉♦♥♥❡❧❧②✱ ❉❛✈✐❞ ●r❛②✱ ❡t P❛✉❧ ❘❛❢❢✱ ❆ ❋♦r♠❛❧❧② ❱❡r✐✜❡❞ Pr♦♦❢ ♦❢
t❤❡ Pr✐♠❡ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r❡♠✱ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▲♦❣✐❝✱ ❆ ♣❛r❛îtr❡✳
❬✸❪ ❨✈❡s ❇❡rt♦t✱ P✐❡rr❡ ❈❛stér❛♥✱ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ Pr♦✈✐♥❣ ❛♥❞ Pr♦❣r❛♠ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
❈♦q✬❆rt ✿ ❚❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✹✳
❬✹❪ ◆❛t❤❛♥ ❏❛❝♦❜s♦♥✱ ▲❡❝t✉r❡s ✐♥ ❆❜str❛❝t ❆❧❣❡❜r❛ ✿ ■■✳ ▲✐♥❡❛r ❆❧❣❡❜r❛✱ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✼✺✳
✶✸
❖✉❧❞ ❇✐❤❛
❬✺❪ ❍❡r♠❛♥ ●❡✉✈❡rs✱ ❋r❡❡❦ ❲✐❡❞✐❥❦ ❡t ❏❛♥ ❩✇❛♥❡♥❜✉r❣✱ ❆ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡
❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❚❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❆❧❣❡❜r❛ ✇✐t❤♦✉t ❯s✐♥❣ t❤❡ ❘❛t✐♦♥❛❧s✱ ❚②♣❡s ❢♦r Pr♦♦❢s ❛♥❞ Pr♦❣r❛♠s✱
❚❨P❊❙ ✷✵✵✵ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣✱ ❙❡❧❡❝t❡❞ P❛♣❡rs✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✷✼✼ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ♣❛❣❡s ✾✻✲✶✶✶✱ ✷✵✵✷✳
❬✻❪ ●❡♦r❣❡s ●♦♥t❤✐❡r✱ ❆ ❝♦♠♣✉t❡r✲❝❤❡❝❦❡❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r✲❝♦❧♦✉r t❤❡♦r❡♠✱ ❉✐s♣♦♥✐❜❧❡ à
❤tt♣✿✴✴r❡s❡❛r❝❤✳♠✐❝r♦s♦❢t✳❝♦♠✴⑦❣♦♥t❤✐❡r✴✹❝♦❧♣r♦♦❢✳♣❞❢✳
❬✼❪ ●❡♦r❣❡s ●♦♥t❤✐❡r✱ ❆ss✐❛ ▼❛❤❜♦✉❜✐✱ ❆ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❈♦q s②st❡♠✱
❉✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠sr✲✐♥r✐❛✳✐♥r✐❛✳❢r✴⑦❛ss✐❛✴r❡❝❤✲❡♥❣✳❤t♠❧ ✭à ♣❛r❛îtr❡ ❝♦♠♠❡ ❘❘
■♥r✐❛✮✳
❬✽❪ ●❡♦r❣❡s ●♦♥t❤✐❡r✱ ❆ss✐❛ ▼❛❤❜♦✉❜✐✱ ▲❛✉r❡♥❝❡ ❘✐❞❡❛✉✱ ❊♥r✐❝♦ ❚❛ss✐ ❡t ▲❛✉r❡♥t ❚❤ér②✱ ❆
▼♦❞✉❧❛r ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐♥✐t❡ ●r♦✉♣ ❚❤❡♦r②✱ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✻✶✺✻✱ ■◆❘■❆✱ ✷✵✵✼✳
❬✾❪ ◆✐❝♦❧❛s ▼❛❣❛✉❞✱ ❘✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r sq✉❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❈♦q✱
❤tt♣✿✴✴❝♦q✳✐♥r✐❛✳❢r✴❝♦♥tr✐❜s✲❡♥❣✳❤t♠❧✳
❬✶✵❪ P✐♦tr ❘✉❞♥✐❝❦✐✱ ▲✐tt❧❡ ❇❡③♦✉t ❚❤❡♦r❡♠ ✭❋❛❝t♦r ❚❤❡♦r❡♠✮✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s
✈♦❧✉♠❡ ✶✺✱ ✷✵✵✸✱ ❉✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❤tt♣✿✴✴♠✐③❛r✳♦r❣✴❏❋▼✴❱♦❧✶✺✴✉♣r♦♦ts✳❤t♠❧✳
❬✶✶❪ ❏❛s♣❡r ❙t❡✐♥✱ ▲✐♥❡❛r ❆❧❣❡❜r❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❈♦q✱ ❤tt♣✿✴✴❝♦q✳✐♥r✐❛✳❢r✴❝♦♥tr✐❜s✲❡♥❣✳❤t♠❧✳
❬✶✷❪ ❈♦q ❚❡❛♠✱ ❚❤❡ ❈♦q r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❛♥✉❛❧ ❱ ✽✳✶✱ ❤tt♣✿✴✴❝♦q✳✐♥r✐❛✳❢r✴❱✽✳✶✴r❡❢♠❛♥✴✐♥❞❡①✳❤t♠❧✳
❬✶✸❪ ❋r❡❡❦ ❲✐❡❞✐❥❦✱ ❋♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ✶✵✵ ❚❤❡♦r❡♠s✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✳r✉✳♥❧✴❢r❡❡❦✴✶✵✵✴✳
✶✹
❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✽ ✕ ❏♦✉r♥é❡s ❋r❛♥❝♦♣❤♦♥❡s ❞❡s ▲❛♥❣❛❣❡s ❆♣♣❧✐❝❛t✐❢s✕ ❏❋▲❆✵✽
❆ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤✬s ❚❤❡♦r❡♠
■♦❛♥❛ P❛➩❝❛ 1
✶✿ ■◆❘■❆ ❙♦♣❤✐❛ ❆♥t✐♣♦❧✐s
■♦❛♥❛✳P❛s❝❛❅s♦♣❤✐❛✳✐♥r✐❛✳❢r
❆❜str❛❝t
❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤✬s t❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡s s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ◆❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t
❛ ❢✉❧❧ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❈♦q
♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ❛♥❞ ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ Reals ❧✐❜r❛r② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r✳ ❋♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢
t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ✇❛② t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♥❝❡♣ts ❢r♦♠ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛s ❈♦q ❞♦❡s ♥♦t ♦✛❡r
s✉❝❤ ❛ ❧✐❜r❛r②✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤✬s t❤❡♦r❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t s♦❢t✇❛r❡ s❛t✐s✜❡s ✐ts ❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳
❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ s✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❛r❡❛s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ t❤❛t r❡❧② ♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❛❢❡t② ❝r✐t✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥s t❤❛t r❡❧② ♦♥ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡
♦♥✲❜♦❛r❞ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r ♣❧❛♥❡s✱ tr❛✐♥s✱ r❡❛❧ t✐♠❡ ♣r♦❣r❛♠s ✉s❡❞ ✐♥ ♠❡❞✐❝✐♥❡ ❡t❝✳ ❋♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ r❛r❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▼✐❝❛❡❧❛ ▼❛②❡r♦ ❬✶✾❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡❛❧ ❛♥❛❧②s✐s
❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❆t ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❤❛✈✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥s✐❞❡
♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✳ ■♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ t❤❡ ❛✐♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✉s❡ t❤❡♠ ❢♦r ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳ ❆t ♣r❡s❡♥t✱ ❝♦♠♣✉t❡r ❛❧❣❡❜r❛ s②st❡♠s ❧✐❦❡ ▼❛♣❧❡ ♦r ▼❛t❧❛❜ ❛r❡ ♠♦r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞
t❤❛♥ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✱ ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡r❡ ❛r❡ ❝❛s❡s
✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡s❡ s②st❡♠s ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛
❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝♦rr❡❝t ❬✶✻✱ ✺❪✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ◆❡✇t♦♥✬s ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ r♦♦t ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤✬s t❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡s s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳
❆ ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥t✐sts ✇❤♦ ✉s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡✐r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳ ◆❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
r❛t❡✳
❆♣♣❧②✐♥❣ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ♠❡❛♥s ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❛t ❞♦♠❛✐♥ ✐♥s✐❞❡ ❛ ♣r♦♦❢
❛ss✐st❛♥t ❛♥❞ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✳ ■t ✐s t❤✉s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢
❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ r❡❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤✬s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡
♦r❣❛♥✐③❡❞ ♦✉r ✇♦r❦ ❜② st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛t❡ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ ❢♦r
s❡✈❡r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉r✈❡② ♦❢ ❢♦r♠❛❧ r❡❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ ✈❛r✐♦✉s t❤❡♦r❡♠
♣r♦✈❡rs✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤✬s t❤❡♦r❡♠✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥
✸✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s
❝♦♥❝❡♣ts ✇❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✺ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ Rp✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞
♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳
✶✺
P❛➩❝❛
✷✳ ❙✉r✈❡② ♦❢ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡♥t✐r❡❧② ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠❡❛♥s✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❛
❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❲♦r❦ ✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ✉♥❝♦✈❡r❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛s ❧❡❞ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❛t ♣r❡s❡♥t ❛r❡ ❍❖▲ ❬✶✸❪✱ P❱❙ ❬✷✺❪✱ ❆❈▲✷ ❬✶✼❪✱ ■s❛❜❡❧❧❡❬✷✸❪ ❛♥❞ ❈♦q ❬✷✱ ✶❪✳
❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ♦✛❡rs ❛ ❧✐❜r❛r② ♦❢ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❡♦r❡♠s✳
✷✳✶✳ ❋♦r♠❛❧✐③✐♥❣ r❡❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥❝❡♣ts
❆s st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❛② r❡❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❜♦t❤ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❜❡✐♥❣ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞✳
❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s❡❡✐♥❣ ✇❤❛t s♦rt ♦❢ t❤❡♦r❡♠s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡
❝♦♥❝❡♣ts✳
❚❤❡ ✜rst t❤✐♥❣ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ✇❛② t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐❝
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦r❞❡r❡❞ ✜❡❧❞ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛st ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦r t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
❝♦♥str✉❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ r✐❣❤t ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❛❧s✱ t❤❡ ♠♦st
❢❛♠♦✉s ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ♠♦❞❡❧✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝✉t✱ t❤❡ ❈❛♥t♦r ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❈❛✉❝❤②
s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❞❡❝✐♠❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ s❡❡ ❤♦✇ r❡❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥❝❡♣ts ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢
❛ss✐st❛♥t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❖♥❡ ✐s t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇❤❡r❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡
❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉s✉❛❧ ε−δ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ✐s t♦ ✉s❡ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞ ❛♥❛❧②s✐s ❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② ❘♦❜✐♥s♦♥ ❬✷✹❪✳
◆♦♥✲st❛♥❞❛r❞ ❛♥❛❧②s✐s ✇♦r❦s ✇✐t❤ ✐❞❡❛❧❧② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✐❞❡❛❧❧② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs✱ s♦ ✐t ❢♦r♠❛❧✐③❡s t❤❡
❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧✳ ■t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♥✉♠❜❡rs s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❤②♣❡r✲r❡❛❧s ❛♥❞ t❤❡
✐♥✜♥✐t❡❧② ❝❧♦s❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣ ❡①♣r❡ss ❝♦♥❝❡♣ts s✉❝❤ ❛s ❧✐♠✐t✱ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡t❝✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛r❣✉♠❡♥t
✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❛t✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤✐s ✏✐♥✜♥✐t❡❧② ❝❧♦s❡ r❡❧❛t✐♦♥✑✱ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✭❡✳❣✳ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ❧✐♠✐ts ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ❜❡❝♦♠❡s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡♦r❡♠s ❛r❡ ❡❛s✐❡r
t♦ ❛✉t♦♠❛t❡✳
❋♦r ❍❖▲✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✹❪✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❛♥t♦r✬s ♠❡t❤♦❞✳ ❘❡❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇❛②✳ ❖♥❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❛❝t
✐s t❤❡ ✇❛② ❧✐♠✐ts ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ♦t❤❡r s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ tr❡❛t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t❤❡
❧✐♠✐t ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❍❖▲ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡♠ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ❝♦♥❝❡♣t ❜② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡
t❤❡♦r② ♦❢ ♥❡ts✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❛ q✉❛♥t✐✜❡r ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r t❤✐s
t❤❡♦r②✳ ❙♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡♦r② ✐♥✈♦❧✈❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
■♥ ■s❛❜❡❧❧❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ✜♥❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞
❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❤❛t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s❬✽❪✳
❚❤❡ ❆❈▲✷ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ❤❛s ❛ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❬✾❪ ♦✛❡rs ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
t♦ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❛s♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ❛❜♦✉t
❝♦♥❝❡♣ts ❧✐❦❡ tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t② ❡t❝✳ ❛❧❧♦✇s
♣r♦✈✐♥❣ t❤❡♦r❡♠s s✉❝❤ ❛s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ❘♦❧❧❡✬s t❤❡♦r❡♠✳
❬✻❪ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s✐❝ r❡❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡❛❧s ✐♥ t❤❡ P❱❙ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♦❢s ❢♦r t❤❡♦r❡♠s ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣ts ✭❡✳❣✳ t❤❡ ♠❡❛♥
✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✮✳
■♥ ❈♦q✱ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❚❤❡ ❈♦q ❙t❛♥❞❛r❞ ▲✐❜r❛r② ❝❛❧❧❡❞ Reals ♣r♦✈✐❞❡s
❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧s✳ ❚❤❡ ❧✐❜r❛r② ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧♦t ♦❢ r❡s✉❧ts ❢♦r r❡❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✿ s❡q✉❡♥❝❡s
❛♥❞ s❡r✐❡s✱ tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❧✐♠✐t✱ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❝✉❧✉s
✶✻
❆ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤✬s ❚❤❡♦r❡♠
t❤❡♦r❡♠s ❧✐❦❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✱t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧✉s ❡t❝✳
❚❤❡r❡ ❛❧s♦ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❈♦q✳ ■♥ ❈✲❈♦❘◆ ✭❈♦q ❈♦♥str✉❝t✐✈❡
❘❡♣♦s✐t♦r② ❛t ◆✐❥♠❡❣❡♥ ❬✹❪✮ t❤❡ r❡❛❧s ❛r❡ ❜✉✐❧❞ ❛s ❛ ❈❛✉❝❤② ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧s ❬✷✷❪✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡
♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ✇❡ ❝❛♥ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛ ❬✶✵❪ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧✉s ❬✸❪✳
❈❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ✐♥ ❈✲❈♦❘◆ ♦❢ ❛ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛
r♦♦t ✜♥❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r ♣r♦❥❡❝t t❤❛t ❞❡❛❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❚❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❆❧❣❡❜r❛ ❬✶✵❪ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦♦❢ ❣✐✈❡♥ ❜② ❑♥❡s❡r✳
❖✉r ✇♦r❦ ✇❛s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦q Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▲✐❜r❛r②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝✱
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r r❡❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✇❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t❤❡
ssreflect ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❧✐❜r❛r✐❡s ❢♦r r❡❛s♦♥s t♦ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳
✷✳✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤✬s t❤❡♦r❡♠
❆s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❤❛✈✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ◆❡✇t♦♥✬s
♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❜② ❲✐❧❧❡rs✱ ❙té♥✐♥❡✱ ❖str♦✇s❦✐✱
❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤ ❛♥❞ ♦t❤❡rs✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤✬s t❤❡♦r❡♠ t❤❛t
❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ◆❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ s②st❡♠ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■t ❡st❛❜❧✐s❤❡s
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠✳
❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✼❪ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦r tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s f(x) = 0✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ✈❡❝t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ f : Rp → Rp ❤❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥
❞♦♠❛✐♥ ω✱ ✐✳❡✳ f(x) ∈ C(2)(ω)✳ ▲❡t x(0) ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ω ✇✐t❤ ✐ts ❝❧♦s❡❞ ε✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
Uε(x
(0)) = {‖x− x(0)‖ ≤ ε} ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ω✳ ■❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿
✶✳ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① W (x) = [∂fi(x)
∂xj
] ❤❛s ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❢♦r x = x(0)✱ Γ0 = W−1(x(0)) ✇✐t❤
‖Γ0‖ ≤ A0❀
✷✳ ‖Γ0f(x(0))‖ ≤ B0 ≤ ε2 ❀
✸✳
p
∑
k=1
|∂
2fi(x)
∂xj∂xk
| ≤ C ♣♦✉r i, j = 1, 2, ..., p ❛♥❞ x ∈ Uε(x(0))❀
✹✳ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts A0, B0, C s❛t✐s❢② t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② 2pA0B0C ≤ 1✳
t❤❡♥✱ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ x(0)✱ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♣r♦❝❡ss
x(n+1) = x(n) −W−1(x(n))f(x(n)) ✭✶✮
✭n = 1, 2, ...✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t ✈❡❝t♦r x∗ = lim
n→∞
x(n) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠✱ s♦
t❤❛t ‖x∗ − x(0)‖ ≤ 2B0 ≤ ε✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ {‖x− x(0)‖ ≤ 2B0} t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉♥✐q✉❡✳
❍❡r❡ ✐s t❤❡ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✼❪✿
• ♣r♦✈❡ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ s❡q✉❡♥❝❡❀
• ✐♥❢❡r t❤❛t ✐t ✐s ❛ ❈❛✉❝❤② s❡q✉❡♥❝❡❀
• ✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ Rp t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡❀
• ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❀
• ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ t❤❡ r♦♦t ✐s ✉♥✐q✉❡✳
✶✼
P❛➩❝❛
❋♦r t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ❢♦r
x(0)✳ ❘❡s♦♥✐♥❣ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
W (x(n)) is invertible
‖W−1(x(n))‖ ≤ An ✭✷✮
‖W−1(x(n))f(x(n))‖ ≤ Bn ≤
ε
2n+1
✭✸✮
2pAnBnC ≤ 1
✇❤❡r❡
An = 2An−1
Bn = pAn−1B
2
n−1C
❲❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤✿
Uε(x
(0)) ⊃ U ε
2
(x(1)) ⊃ . . . ⊃ U ε
2n
(x(n)) ⊃ . . . ✭✹✮
❋r♦♠ ✭✹✮ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t x(n) ✐s ❛ ❈❛✉❝❤② s❡q✉❡♥❝❡✿
x(n+m) ∈ U ε
2n
(x(n))⇒ ‖x(n+m) − x(n)‖ ≤
ε
2n
❚❤❡ ❧❛tt❡r q✉❛♥t✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛r❜✐tr❛r② s♠❛❧❧ ❢♦r n > N ❛♥❞m ∈ N✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❈❛✉❝❤②✬s
❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t Rp ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s✳
❇② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐♥ ✭✶✮ ✇❡ ❣❡t t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ r♦♦t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✳
❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❇② ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❧✐♠✐t ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t✳
❚❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ st❡♣s ❜❡❤✐♥❞ ✭✷✮ ♦r ✭✸✮ ✉s❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♠❛tr✐① t❤❡♦r② ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ❚❛②❧♦r✬s ❢♦r♠✉❧❛✮ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ ♣♦✐♥t ♦✉t ❛❣❛✐♥ ❧❛t❡r ♦♥✳
✸✳ Pr♦♦❢ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✸✳✶✳ ■♥❢♦r♠❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤✬s t❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳
◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ❡♥t❛✐❧s s♦♠❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❚❤✐s ❛❞❛♣t❡❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤✬s t❤❡♦r❡♠ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r
s❡r✈❡ ❛s ❛ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♦❢✳
❲❡ ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ❛♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❜② ❧♦♦s❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t✇✐❝❡ ❞❡r✐✈❛❜❧❡✳ ❲❡ ❥✉st ✐♠♣♦s❡ ❛ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ✐❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✸ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✮✳
❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❚❤❡♦r❡♠ ✷ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ f(x) = 0✱ ✇❤❡r❡ f : [a, b] → R ✱ a✱ b ∈ R f(x) ∈ C(1)([a, b])✳ ▲❡t
x(0) ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ [a, b] ✇✐t❤ ✐ts ❝❧♦s❡❞ ε✲♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ Uε(x(0)) = {|x − x(0)| ≤ ε} ⊂ [a, b]✳
■❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿
✶✽
❆ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤✬s ❚❤❡♦r❡♠
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ◆❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞
✶✳ f ′(x(0)) 6= 0 ❛♥❞ | 1
f ′(x(0))
| ≤ A0❀
✷✳ | f(x
(0))
f ′(x(0))
| ≤ B0 ≤
ε
2 ❀
✸✳ ∀x, y ∈ [a, b], |f ′(x)− f ′(y)| ≤ C|x− y|
✹✳ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts A0, B0, C s❛t✐s❢② t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② 2A0B0C ≤ 1✳
t❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ x(0)✱ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♣r♦❝❡ss
x(n+1) = x(n) −
f(x(n))
f ′(x(n))
✭✺✮
✭n = 1, 2, ...✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t ✈❡❝t♦r x∗ = lim
n→∞
x(n) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠✱ s♦ t❤❛t
|x∗ − x(0)| ≤ 2B0 ≤ ε✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ {|x− x(0)| ≤ 2B0} t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉♥✐q✉❡✳
❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ❛♥❛❧②s✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s❛② t❤❛t ✐❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② st❡❡♣ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❧♦♣❡ ✭✐✳❡✳
t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✮ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② t✐❣❤t✱ t❤❡♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❣❡t ❝❧♦s❡r t♦
t❤❡ r♦♦t ❡❛❝❤ t✐♠❡✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✳
✸✳✷✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢
❆s st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❈♦q ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧✐❜r❛r② ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧s ✐♥
t❤✐s st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r② ✐s ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❞♦♥❡ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡ ❧✐❜r❛r② ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦st ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts
♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✇❛s ♠❛✐♥❧② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ r❡s✉❧ts
♥♦t ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r② Reals ❛♥❞ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦✱
✇❡ ❛❧s♦ tr✐❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛r✐s❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ✇❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ t♦
❢❛❝✐❧✐t❛t❡ s✉❝❤ ♣r♦♦❢s✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐ss✉❡ ✇❛s ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳
✸✳✷✳✶✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥
▲❡t f : R→ R ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ [a, b]✳ ✏❖♥ ♣❛♣❡r✑ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆❡✇t♦♥✬s
s❡q✉❡♥❝❡ x(n+1) = x(n) − f(x
(n))
f ′(x(n))
✱ ✇✐t❤♦✉t ✇♦rr②✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t❡r♠ x(n) ✐s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b] ✭s♦
✶✾
P❛➩❝❛
t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❡①✐sts✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ ❈♦q r❡q✉✐r❡s
t❤❛t ✇❤❡♥ ♦♥❡ t❛❧❦s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣♦✐♥t✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t❡r♠ t❤❛t
st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❛t t❤❛t ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡
♣r♦♣❡r❧② ✉s❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳
❚❤❡ ✇❛② ✇❡ ✇♦r❦❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣❡❞✐♠❡♥t ✐s ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ t♦t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ✉s❡ ✐♥ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡♥ s❛② t❤❛t ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b] t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
♦❢ f ✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ♦✉r ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ♣r❡✈❡♥ts ✉s ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ ❛ ♣♦✐♥t ❜❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ t❤❡r❡✳
✸✳✷✳✷✳ ❍✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
❆♥♦t❤❡r ✐ss✉❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t r❡♠❛✐♥s ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ ✐s t❤❛t ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤✐s ✐s
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳ ❲❡ ❞✐❞ ♥♦t ✇❛♥t
t♦ t❛❧❦ ❛❜♦✉t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❛t t❤✐s ♠♦♠❡♥t ✐♥ ❈♦q ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ♦♥❧② ❛s t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s r❡♥❞❡rs ✐ts ✉s❡ r❛t❤❡r t❡❞✐♦✉s✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳
✸✳✷✳✸✳ ❙t❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠
❋♦r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ r❛t❤❡r ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ ✏♣r♦♦❢ ♦♥ ♣❛♣❡r✑✳ ❚❤❡
❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ♣♦ss❡ss❡s s♦♠❡ t❛❝t✐❝s t❤❛t ❤❡❧♣ ❛✉t♦♠❛t✐③❡ st❡♣s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t②
r❡❧❛t✐♦♥s ✭❡✳❣ ring✱ field✮✱ ✇✐t❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✭fourier✮ ♦r ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥
r✉❧❡s ✭reg✮✳ ❚❤❡② ♠❛❞❡ ❛ ❜✐❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇♦r❦ t❤❛t ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞✳
❚❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧❡♠♠❛s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧❧♦✇✳ ■♥ t❤❡ ❝♦❞❡✱ t❤❡ Variable ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s
❞❡s❝r✐❜❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❡①✐st✱ t❤❡ Hypothesis ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛r❡
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡ Fixpoint ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ◆❡✇t♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❛s ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
Variables a b:R. ✭∗ t❤❡ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ✐ ♥ t ❡ r ✈ ❛ ❧ ∗✮
Variables f f’:R→R. ✭∗ t❤❡ ❢✉♥❝ t ✐♦♥ ❛♥❞ ✐ t s ❞ ❡ r ✐ ✈ ❛ t ✐ ✈ ❡ ∗✮
Variables A0 B0 C:R. ✭∗ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ∗✮
Variable X0:R. ✭∗ t❤❡ ✐ ♥ ✐ t ✐ ❛ ❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ∗✮
Fixpoint Xn (n:nat): R := ✭∗ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ∗✮
match n with
| 0 => X0
|S n => (Xn n) - (f (Xn n))/(f’ (Xn n))
end.
✭∗ t❤❡ ❤②♣♦ t❤❡s ✐ s ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝ t ✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ∗✮
Hypothesis pr: ∀ t:R, c_I a b t → derivable_pt f t.
Hypothesis Hder_f: ∀ (t:R)(H:c_I a b t), derive_pt f t (pr t H)=f’ t.
Hypothesis Hcont_f’:∀ y, (c_I a b y) → continuity_pt f’ y.
Hypothesis Hlim_f’:∀ y1 y2:R, c_I a b y1 → c_I a b y2 →
Rabs (f’ y1 - f’ y2) ≤ c * (Rabs (y1-y2)).
Hypothesis Hincl:included (c_disc X0 eps) (c_I a b).
Hypothesis Hdif_f’:f’ X0 6= 0 .
Hypothesis Habs_a: Rabs (/(f’ X0)) ≤ A0.
Hypothesis Habs_b:Rabs (f X0/(f’ X0)) ≤ B0 .
Hypothesis A0_b0_c: 2*A0*B0*C≤1.
✭∗ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ s t ❛ t ✐ ♥ ❣ t❤❡ ❡① ✐ s t ❡♥❝❡ ∗✮
Theorem kantoro_exist_b:
∃ xs:R, Un_cv Xn xs ∧ c_disc X0 (2*b0) xs ∧ f xs = 0.
✷✵
❆ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤✬s ❚❤❡♦r❡♠
✭∗ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦ ❢ t❤❡ s♦ ❧ ✉ t ✐ ♦♥ ∗✮
Theorem kantoro_unic:
∀ xs2:R, c_disc X0 (2*b0) xs2→ f xs2 = 0 → Un_cv Xn xs2.
❚♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t c❴I a b ❛♥❞ c❴disc X0 eps ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞
✐♥t❡r✈❛❧ [a, b] ❛♥❞ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❞✐s❝ ❝❡♥t❡r❡❞ ✐♥X0 ❛♥❞ ♦❢ r❛❞✐✉s esp✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍②♣♦t❤❡s✐s pr s❛②s t❤❛t
❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b]✱ ❤②♣♦t❤❡s✐s Hder❴f st❛t❡s t❤❛t f ′ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
♦❢ f ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛r❡
❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② Hcont❴f ′ ❛♥❞ Hlim❴f ′✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✱ ❜✉t ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❛❧❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉s❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡✳
❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❤❛s ❛r♦✉♥❞ ✶✽✵✵ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ ■♥t❡r♥❡t ✶✳
✹✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② ✇❛s t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛s❡ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Rp ❛r❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❧❡♥❣t❤ p ♦❢ r❡❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❛❞❞✐t✐♦♥
♦❢ t✇♦ ✈❡❝t♦rs ✭✰✮ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ❜② ❛ s❝❛❧❛r ✭✯✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐s❡✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs s♦ t❤❛t (Rp,+, ∗) ✐s ❛ r❡❛❧ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❞❡✜♥❡
✈❛r✐♦✉s ♥♦r♠s ♦♥ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ✐s ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s f : Rp → Rp ❛♥❞ ❜❡✐♥❣
❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss ❝♦♥❝❡♣ts s✉❝❤ ❛s ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇♦r❦ ❝♦♥❝❡r♥s ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛s s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡♠ ✭❡✳❣✳
t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳
✹✳✶✳ ❍♦✇ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
✹✳✶✳✶✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦
❚❤❡ ♦♥❧② ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐s ❍❖▲
▲✐❣❤t✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✏▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡✑ ❧✐❜r❛r② ✇❡ ❝❛♥ ♠❡♥t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✱
♠❛tr✐❝❡s✱ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts✱ t♦♣♦❧♦❣② ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡s✱ ❝♦♥✈❡①✐t②✱ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t②✱
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❆ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❧✐❜r❛r② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✺❪✳ ■t ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✳
❚❤❡ str❛t❡❣② ❝❤♦s❡♥ ✐s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✈❡❝t♦rs ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s N → real✱ ✇❤❡r❡ ◆ ✐s ❛ t②♣❡ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡
❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❛♥❞ real ✐s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ❍❖▲✳ ❱❡❝t♦rs ❛r❡ ♦❢ t②♣❡ (N)finite❴image→ real✱
✇❤❡r❡ (N)finite❴image ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❛s N ✇❤❡♥ N ✐s ❛ ✜♥✐t❡ t②♣❡ ❛♥❞ ✶ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❆♥ ✐♥❞❡①✐♥❣
♦♣❡r❛t♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ✉s❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛s ✐♥❞❡①❡s✳
❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❜❛s✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
♦t❤❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✿ ♦♣❡r❛t♦rs✱
♠❛tr✐❝❡s✱ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts❀ t♦♣♦❧♦❣②✿ ♦♣❡♥✱ ❝❧♦s❡❞✱ ❝♦♠♣❛❝t✱ ❝♦♥✈❡① s❡ts✱ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t②❀ ❜❛s✐❝ ❝❛❧❝✉❧✉s t❤❡♦r❡♠s✿ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✐♥✈❡rs❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✳
✹✳✶✳✷✳ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❈♦q
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r r❡❛❧ ✈❡❝t♦rs ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢
❛ss✐st❛♥t✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ tr②✐♥❣ t♦ ✜♥❞ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t ❥✉st ❝♦♣②✐♥❣ t❤❡ ❍❖▲ ✈❡rs✐♦♥ s✐♥❝❡ ❈♦q
❤❛s ❛ r✐❝❤❡r t②♣❡ s②st❡♠ t❤❛t s✉♣♣♦rts ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦✛❡rs ♠♦r❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳
❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ s♦♠❡ ❦❡② ✐ss✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢
♦✉r t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r✱ ✇❡ t♦♦❦ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t ❢♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t s❡❡♠❡❞ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳
✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✲s♦♣✳✐♥r✐❛✳❢r✴♠❛r❡❧❧❡✴■♦❛♥❛✳P❛s❝❛✴❦❛♥t♦r♦✳✈ ✭t❤❡ ❝♦❞❡ ✇♦r❦s ✇✐t❤ ✈❡rs✐♦♥ ✽✳✶♣❧✷ ♦❢ ❈♦q✮
✷✶
P❛➩❝❛
✶✳ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ Rp ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t②♣❡ nat → R✱ t❤❛t t❛❦❡ ❛s ❛r❣✉♠❡♥t ❛ ♥❛t✉r❛❧
♥✉♠❜❡r ❛♥❞ r❡t✉r♥ t❤❡ r❡❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❛② ✇❡ t❛❦❡
✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst p ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭✐✳❡✳ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ p✮✳ ❲♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❛t❤❡r ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② ♦❢ ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♥♦r♠ ✐s ❥✉st ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠♦st❧② ✉s❡❞ ✐s ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳
❚❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t ✐♥✜♥✐t❡ ✈❡❝t♦rs✳ ■t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ st❛t❡
❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❤ ♦❜❥❡❝ts✳
✷✳ ❚❤✐♥❦ ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ bound p→ R✱ ✇❤❡r❡ bound p ✐s ❛ t②♣❡ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛✐rs ❢♦r♠❡❞
❢r♦♠ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r i ❛♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t i ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ p✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ r❛✐s❡s ♣r♦❜❧❡♠s
❡✈❡♥ ❛t ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ♦♥❡ tr✐❡s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t t❛❦❡s
❛s ❛r❣✉♠❡♥t ❛ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ r❡t✉r♥s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❡❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ ✜rst ❛tt❡♠♣t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✇r✐t❡ ✐t
❛s ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ith ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ✜rst i − 1 ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t ✇❤❡♥ t❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t ✏✈❡❝t♦rs ♦❢
i−1 ❡❧❡♠❡♥ts✑ t❤❡② ❛r❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ t❤❛♥ t❤♦s❡ ✇✐t❤ i ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡② ♠✉st ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞
❢r♦♠ ✏✈❡❝t♦rs ♦❢ i ❡❧❡♠❡♥ts✑ ❛s ♠✉st ❜❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r ♣❛ss❡❞ ❛s ❛r❣✉♠❡♥t
✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ i− 1✳
✸✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦♥ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s ❛❧r❡❛❞② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ◆✐❝♦❧❛s
▼❛❣❛✉❞ ❬✶✽❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧✐sts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ vect R p
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❧✐st ❤❛✈✐♥❣ p ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t②♣❡ R✳
❘❡❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤✐s str✉❝t✉r❡✳ ❆❧s♦✱ ❜❛s✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ❛ s❝❛❧❛r✱ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ▼❛tr✐❝❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s
✈❡❝t♦rs ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ r✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♣r♦✈❡❞✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣r♦♦❢s
❛r❡ ♥♦t ❡❛s② ✐♥ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❡✈❡♥ ❜❛s✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ ✈❡❝t♦r ❛❞❞✐t✐♦♥✱ r❡q✉✐r❡
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢♦r♠s ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❝✉rs✐♦♥✳
✹✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✏❜♦rr♦✇❡❞✑ ❢r♦♠ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈♦q ✇✐t❤ t❤❡ ssreflect
❡①t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐❜r❛r② ❬✶✶✱ ✶✷❪✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✜♥✐t❡
t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆ ✜♥✐t❡ t②♣❡ ✐s ❛ r❡❝♦r❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s♦rt✱ ❛ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
✜♥✐t❡ t②♣❡ ❛♥❞ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ s❛②✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ❧✐st ❞♦❡s♥✬t ❝♦♥t❛✐♥ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ✜♥✐t❡
t②♣❡ ordinal p ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ p✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ✜♥✐t❡ t②♣❡s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s s✉❜s❡t ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❜♦t❤ ❛s ❛ t②♣❡ ❛♥❞ ❛s ❛ ❧✐st
♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ✈❡❝t♦rs ❤❛✈❡ t②♣❡ ordinal p→ R✳
❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝✐❧✐t② ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ ❞✉❛❧ ✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
♦❢ t❤❡ s❡t t❤❛t ✐♥❞❡①❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r✳ ■t ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛② ♦❢ ✈✐❡✇✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❛s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♦r s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✮✱
✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡✐r ❧❡♥❣t❤ ✭p✮ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✇❛② ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✿ ✐♥❞✉❝t✐♦♥
♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐st ✭❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✮❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ordinal p✳
❇❡❝❛✉s❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❥✉st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❤❛s ❡❛s② ❛❝❝❡ss ❛t t❤❡✐r ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❥✉st ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡
✐♥❞❡① ❛♥❞ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✈❡❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❲❡ t❡st❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❢♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡♠✳ ❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❡❝t♦rs✱ ♠❛tr✐❝❡s✱ ♥♦r♠s✱ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ tr✐❡❞ t♦ ❞♦ s✐♠♣❧❡ ♣r♦♦❢s ❛r♦✉♥❞ t❤❡♠ s♦
✇❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t❤❛t ♦❝❝✉r✳ ❲❡ t♦♦❦ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥
❤♦✇ ❡❛s② ✐t ✐s t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❤♦✇ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts
❛♥❞ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞✳
✹✳✷✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts
❋♦r ♦✉r ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡tt✐♥❣s✿ ❈♦q ✇✐t❤ t❤❡ ssreflect
❡①t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐❜r❛r②✱ Reals ❧✐❜r❛r② ✭✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✮✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t②
✷✷
❆ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤✬s ❚❤❡♦r❡♠
♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ t❤❡ ❛①✐♦♠ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ♦✉r ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ✉s❡ ssreflect ❛♥❞ t❤❡
❧✐❜r❛r✐❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ ✐t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❛ss✉♠✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✐s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ st❛t❡
❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✈❡❝t♦rs ♦r ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ s❡tt✐♥❣s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡
Reals ❧✐❜r❛r② ❛♥❞ ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦✈❡ ♠♦r❡ r❡s✉❧ts t❤❛♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛①✐♦♠ ♦❢
❝❤♦✐❝❡ ❤❛s ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ ✇❡ s❤❛❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❧❛t❡r ♦♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ ✐ts
✉s❡✳
❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦❧❧♦✇s ❬✷✵✱ ✷✶✱ ✼❪✳
❇❡❢♦r❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧
t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ♣r♦❥❡❝t ❬✶✶❪✳ ❚❤❡✐r ✇♦r❦
♦✛❡rs ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❢♦r ✜♥✐t❡ s❡ts✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ordinal p ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s❡t {0, 1, . . . , p−1}✳
❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t ordinal p ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❡t✳ ❚❤✐s
❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✐s ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❧✐st✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛♥s ❢♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ s✉❝❤ ❛ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡✱ ✐✳❡✳ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✳ ❖t❤❡r ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡
✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ♦✉r s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s✳
Definition I := ordinal p.
❯♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s 0 < p✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Rp ✇♦✉❧❞ ❜❡ I → R✱ ✐✳❡✳ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢
✐♥❞❡①❡s t♦ t❤❡ r❡❛❧s✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ✇❛② ♦❢ ✈✐❡✇✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ❛s (x0, x1, . . . , xp−1)✱
✇❤❡r❡ xi ∈ R,∀i ∈ {0, 1, . . . , p− 1}✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ♦✉r ✈❡❝t♦rs ❧✐❦❡ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ❛ s❝❛❧❛r
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐s❡✳
Definition add_v (v1 v2:I→R):I→R := (fun i:I => v1 i + v2 i).
Definition dif_v (v1 v2:I→R):I→R := (fun i:I => v1 i - v2 i).
Definition mult_sv (a:R) (v:I→R):I→R := (fun i:I => a * v i).
Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② s✐♠♣❧② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳
❋♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ✇❡ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❛❝t✐❝s ❧✐❦❡ ring, field ❛♥❞ fourier ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈♦q ✇❤✐❝❤
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ r❡❛❧s✳
❍❡r❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t st❛t❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐t② ♦❢ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❞❞✐t✐♦♥✿
Lemma mult_add:
∀ (a:R) (v1 v2 :I→R),
mult_sv a (add_v v1 v2) = add_v (mult_sv a v1) (mult_sv a v2).
Proof.
move=> a v1 v2.
rewrite -ext_eq /add_v /mult_sv =>i; ring.
Qed.
❚❤❡ t❛❝t✐❝s ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ssreflect ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❥✉st ♠♦✈❡s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
a, v1, v2 ❢r♦♠ t❤❡ ❣♦❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ s❛②s t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ ♦✉r ❡q✉❛❧✐t② ❜②
r❡s♦rt✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ✭✐✳❡✳ t✇♦ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✐✛ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r
t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❞❡① ❛r❡ ❡q✉❛❧✮✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ❥✉st r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜②
❛ s❝❛❧❛r ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ❡q✉❛❧✐t② ✐s ❞❡❛❧t ✇✐t❤
❜② ❈♦q✬s t❛❝t✐❝ ring✳
❋♦r t❤❡ ♥♦r♠ ♦♥ ✈❡❝t♦rs ✇❡ ❝❤♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
‖x‖ = max
i
|xi|
t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ✐♥ ❬✼❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦r♠ ✉s❡❞ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r✳
✷✸
P❛➩❝❛
■♥ ❢♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠ ✐♥ ❈♦q✱ ✇❡ ✉s❡❞ ♦♥❝❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ssreflect
❧✐❜r❛r✐❡s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♦❢s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r
❢♦❧❞✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ iprod✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❢♦❧❞ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ Rmax ✭t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t✇♦ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✮ ♦✈❡r ♦✉r s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s I ✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐s❡✳ ■♥
❈♦q✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ t❤✐s✿
Definition Rabs_v (v:I→R) (i:I):R := Rabs(v i).
Definition norm (v:I→R):R := iprod R Rmax 0 I (setA I) (Rabs_v v).
Pr♦✈✐♥❣ t❤❡ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠ ❧✐❦❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡
❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡♥ ❢♦r iprod ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❧✐st ♦❢ ✐♥❞❡①❡s✳
❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ♥♦r♠✿
Definition dist_Rp (u v:I→R) :R := norm (dif_v u v).
❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦❧❧♦✇ ♥❛t✉r❛❧❧② ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t✱ ✐♥ ♦✉r
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ Rp✱ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✐s ❛ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✳
❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✈❡❝t♦r s❡q✉❡♥❝❡s ❛s nat → I → R✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞
❈❛✉❝❤② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛r❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ ♦✉r ❞✐st❛♥❝❡✿
Definition conv_Rp (un:nat→I→R) (l:I→R) : Prop :=
∀ eps:R, 0 < eps→ ∃ N : nat,
(∀ n:nat, (N ≤ n)%nat → dist_Rp (un n) l < eps).
Definition Cauchy_crit_Rp (vn:nat→I→R): Prop :=
∀ eps:R, 0 < eps → ∃ N : nat, (∀ n m:nat,
(N ≤ n)%nat → (N ≤ m)%nat → dist_Rp (vn n) (vn m) < eps).
❲❡ ♣r♦✈❡❞ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts✿ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s❡q✉❡♥❝❡
s❛t✐s✜❡s ❈❛✉❝❤②✬s ❝r✐t❡r✐♦♥✱ Rp ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ✭✐✳❡✳ ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❈❛✉❝❤②✬s
❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✮✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ Rp ✐s ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❛ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛①✐♦♠ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳
❲❡ t❤❡♥ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s Rp → Rp ❛s (I → R)→ I → R✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❛❞❞✐t✐♦♥✱
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ❛ s❝❛❧❛r ❡t❝✳✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐s❡✱ ❛s ✇❡ ❞✐❞ ❢♦r ✈❡❝t♦rs✳
❍❛✈✐♥❣ t❤❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ str✉❝t✉r❡ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐♥ ❛ ♣♦✐♥t
v0 ♦❢ t❤✐s s♣❛❝❡ ✐s l✿
Definition limit_Rp (f:(I→R)→I→R) (v0:I→R) (l:I→R):=
∀ eps:R, eps > 0→ ∃ alp:R, alp > 0 ∧
(∀ v:I→R, 0 < dist_Rp v v0 < alp → dist_Rp (f v) l < eps).
❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❞✐❞ s♦♠❡ ♣r♦♦❢s ❛r♦✉♥❞ t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✿
✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣♦✐♥t t❤❡♥ t❤✐s ❧✐♠✐t ✐s ✉♥✐q✉❡❀ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐ts ❡t❝✳ ❲❡ ✇❡r❡ r❛t❤❡r ♣❧❡❛s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✉r ♣r♦♦❢s ❝♦✉❧❞ ❜❡
❞♦♥❡ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✏♣r♦♦❢ ♦♥ ♣❛♣❡r✑ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡✐r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ t❤❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝❛s❡✳
❲❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t ❛ ♣♦✐♥t ❜② s❛②✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t ❛t t❤❛t ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥✿
Definition cont_Rp (f:(I→R)→I→R) (v0:I→R):=
limit_Rp f v0 (f v0).
✷✹
❆ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤✬s ❚❤❡♦r❡♠
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❛rt✐❛❧❧② ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥
♠❛tr✐①✱ ✇❡ ✜rst ❤❛✈❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦♥ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♦❢ t②♣❡ ✭I → I →
R✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥✱ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ❛ s❝❛❧❛r ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ♦❢ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ tr✐❝❦✐❡r t♦ ❞❡✜♥❡✳ ❍❛✈✐♥❣ ❛ sq✉❛r❡
♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ p✱ M = [mij ] ❛♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ p✱ v = (vi)✱ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t ✐s M ∗ v = (
p−1
∑
j=0
mij ∗ vj)✳
❲❡ ✉s❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡❛❝❤ t❡r♠ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ t♦ ❣❡t t❤❡ s✉♠✿
Definition mult1 (m:I→I→R) (v:I→R) (i j :I): R := m i j * v j.
Definition mult_mv (m:I→I→R) (v:I→R) (i:I): R :=
iprod R Rplus 0 I (setA I) (mult1 m v i).
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s s✐♠✐❧❛r❧②✳
Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✈❡r✐❢② ♦♥❝❡ s♦♠❡ ♥❡❡❞❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳
❚❤❡ ♥♦r♠ ♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
‖M‖ = max
i
∑
j
|mij |
❆♠♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
‖Mv‖ ≤ ‖M‖‖v‖
✇❤❡r❡ M ✐s ❛ ♠❛tr✐① ❛♥❞ v ❛ ✈❡❝t♦r✳
Lemma ineq_norm_mv:
∀ m v, norm (mult_mv m v) ≤ norm_m m * norm v.
❖t❤❡r r❡s✉❧ts ❧✐❦❡ ‖M1M2‖ ≤ ‖M1‖‖M2‖ ✇❡r❡ ❧❡❢t ✉♥♣r♦✈❡♥✳ ❲❡ ❝❤♦s❡ t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ♦t❤❡r
♣❛rts ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ t❤❡s❡ ❢♦r ❧❛t❡r✱ ❛s ✐t ✐s ♦✉r ❜❡❧✐❡❢ t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s
t❤❛♥ t❤♦s❡ ❛❧r❡❛❞② t❡st❡❞✳
❚❤❡ ♣❛rt ♦❢ ♠❛tr✐① t❤❡♦r② ✇❤❡r❡ ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ s♦♠❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇❛s t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✏♦♥ ♣❛♣❡r✑ ♥❡❡❞ s♦♠❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ tr❛♥s♣♦s❡❞ ♦♥ ❛
❝♦♠♣✉t❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ t❛❧❦ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❞♦♥✬t
❦♥♦✇ ②❡t ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳ ❇✉t ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥❧② ✇❤❡♥ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡
♠❛tr✐① ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ Reals ❧✐❜r❛r② ❛♥❞ ♦✉r
♣r♦♣♦s❛❧ ❢♦r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ t♦t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t
s✐♠✉❧❛t❡s ♦✉r ✐♥✈❡rs❡✱ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✳
❈♦♥t✐♥✉✐♥❣ ♦✉r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇✐t❤ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛♥❛❣❡❞ t♦
❢♦r♠❛❧✐③❡ s♦♠❡ r❛t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✐❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧②
❞❡r✐✈❛❜❧❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳
❆♥♦t❤❡r ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧t ✐s✿ ❣✐✈❡♥ ❛ ♠❛tr✐① ✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ f : Rp →Mp(R)✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t ❛ ♣♦✐♥t a✱
❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡❝t♦rs {xn}n∈N ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ a ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ {yn}n∈N ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ ③❡r♦✱ t❤❡♥ t❤❡
♣r♦❞✉❝t ♦❢ f(xn)yn ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ ③❡r♦✳
❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ✜❡❧❞ ❢♦r ♦✉r ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❛②❧♦r✬s ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s
♦❢ ❝❧❛ss C(2)✳ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿
❚❤❡♦r❡♠ ✸ ▲❡t A ⊂ Rp ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ♦♣❡♥ s❡t✳ ■❢ f : A → R ✐s t✇✐❝❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✇✐t❤
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ a ∈ A ❛♥❞ v ∈ Rp ✇✐t❤ [a, a+v] ⊂ A✱ t❤❡r❡
❡①✐sts c ∈ (a, a+ v) s♦ t❤❛t f(a+ v) = f(a) +
p
∑
i=1
∂f(a)
∂xi
vi +
1
2!
p
∑
i,j=1
∂2f(c)
∂xi∂xj
vivj✳
✷✺
P❛➩❝❛
Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r
g : [0, 1]→ R, g(t) = f(a+ tv)
t❤❡♥ g ✐s t✇✐❝❡ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ♦♥ [0, 1] ❛♥❞
g′(t) =
p
∑
i=1
∂f(a+ tv)
∂xi
vi ✭✻✮
g′′(t) =
p
∑
i,j=1
∂2f(a+ tv)
∂xi∂xj
vivj ✭✼✮
❋r♦♠ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇❡ ❣❡t t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts η ∈ (0, 1) s♦ t❤❛t
g(1) = g(0) + g′(0) +
1
2!
g′′(η)
✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t ❢♦r c = a+ tη ∈ (a, a+ v)✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❛❧s♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞✳ ❆❧s♦✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ❢♦r t❤✐s ♣r♦♦❢ ✐s t♦ s❤♦✇ s♦♠❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s
❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t②✱ ✐✳❡✳ t♦ ♣r♦✈❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✼✮✳
❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♥❣ ♦♥ ❚❛②❧♦r✬s ❢♦r♠✉❧❛✳ ❖♥❝❡ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♣r♦✈❡❞✱
t❤❡ ♦♥❧② ♣✐❡❝❡s st✐❧❧ ♠✐ss✐♥❣ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✇✐❧❧ ❜❡ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠
♠❛tr✐① t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♥♦t t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡♠ ✇❛s ♠❛❞❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐① t❤❡♦r② ✐s
♦♥✲❣♦✐♥❣ ✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ssreflect ❧✐❜r❛r✐❡s ❛♥❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ♥❡❡❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡
♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳
✺✳ ❋♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❆❧s♦✱ t❤❡
❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ❝❛s❡ ✇❛s ❛ ❣♦♦❞ ❣✉✐❞❡ ✐♥ ♦✉r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ❣❡♥❡r❛❧✐③❡
♥✐❝❡❧② ❢r♦♠ ♦♥❡ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
♥❛t✉r❛❧❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠✳
❖t❤❡r r❡s✉❧ts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞♦ ♥❡❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♠♦r❡ ✇♦r❦ t❤❛♥ t❤❡✐r r❡❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳ ❚❛❦❡ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t
|ax| = |a||x| ∀a, x ∈ R
❚❤✐s ✐s ❛ tr✐✈✐❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡s✉❧t ✇❡ ♥❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✐s✿
‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖ ∀A ∈Mp×p, x ∈ R
p
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ tr✐✈✐❛❧✳ ❖♥ ♣❛♣❡r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠❛✐♥❧② ❞❡❛❧s ✇✐t❤
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦♥ s✉♠s ❛♥❞ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡
❧✐♥❡ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ ✐s ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧✐st ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ✭❛s
✈❡❝t♦rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✐♥❞❡①❡s t♦ R✮✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧② t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ Rp✳
❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ t❤✐♥❣s ❣❡t r❡❛❧❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❋r♦♠ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② |1− t| ≤ 12 ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✐♥❢❡r t❤❛t t 6= 0✳
❇✉t ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ‖Ep − A‖ ≤
1
2 ✱ ✇❤❡r❡ Ep ✐s t❤❡ ✉♥✐t ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ p✱ ❞♦❡s ♥♦t tr✐✈✐❛❧❧②
✐♠♣❧② t❤❛t A ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❡✈❡♥ ♦♥ ♣❛♣❡r ❛s ✐t ✉s❡s r❡s✉❧ts
✷✻
❆ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤✬s ❚❤❡♦r❡♠
❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t②♣❡ ♦❢ ♠❛tr✐① s❡r✐❡s✳ ❚❤✐s
✐s ❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ②❡t✳
■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ✇❡r❡ ♣❧❡❛s❛♥t❧② s✉r♣r✐s❡❞ ❜②
t❤❡ r❡s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ♣r♦♦❢ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❤❛❞ ❛❧r❡❛❞② ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ❝❛s❡✳ ❋♦r s❡❝♦♥❞❛r②
r❡s✉❧ts ✇❡ ♠♦st❧② ♥❡❡❞❡❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢
❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡✳
Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
Theorem kantoroRp_exist:
∃ xs:I→R,
conv_Rp Xn xs ∧ norm (dif_v xs X0) ≤ 2*b0 ∧ f xs = vect0.
❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s♦ ❢❛r ❤❛s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵✵✵ ❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦❞❡ ✷✳
✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ❢♦r ❛ t❤❡♦r❡♠ ❞❡♣❡♥❞s ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡
❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤❛✈❡ ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ❛r❡ ❡❛s② t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡
❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t t❤❡② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ❢♦r♠❛❧ t❤❡♦r❡♠
♣r♦✈✐♥❣ ❝♦♠❡s r❛t❤❡r ♥❛t✉r❛❧❧② t♦ ♦♥❡ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞♦✐♥❣ ❛ ♣r♦♦❢ ✏♦♥ ♣❛♣❡r✑✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤❛✈✐♥❣
❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ❛ ♥❡✇ ✇❛② t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡♠✱ ♠❛❞❡ ♦✉r ✇♦r❦ ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r✳
❚r②✐♥❣ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r r❡❛❧ ✈❡❝t♦rs r❡✈❡❛❧❡❞ ♦♥❝❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛❞❡
❜② ❛ ❣♦♦❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣♦♦❞ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❲❡ ❛r❡ r❛t❤❡r ♣r♦✉❞ ♦❢ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡✱ ❛s ✐t ❡♥❛❜❧❡❞
✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ q✉✐t❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt t✐♠❡✳
❚❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❢♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥❝❡♣ts ✐s ♥❡✇ ❢♦r ❈♦q✳ ❚❤♦✉❣❤ ❢❛r ❢r♦♠ ♦✛❡r✐♥❣
❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♥❡❡❞❡❞✱ ✐t ✐s ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s ❤❛✈✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❧✐❜r❛r②✳
✻✳✶✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦
❋♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ◆❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤✬s t❤❡♦r❡♠ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡
❞♦♠❛✐♥s ✇❤❡r❡ s♦❧✈✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠s ♦❝❝✉rs ❢r❡q✉❡♥t❧②✳ ❍❛✈✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠
s❤♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ✐t ❡❛s✐❡r t♦ st✉❞② ✇❤❡t❤❡r ❜❡tt❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ ✐♥♣✉t ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ♦❢t❡♥ t❡❞✐♦✉s✱
❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r♦♦❢ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♥♦ s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✈❡r❧♦♦❦❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❞♦❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❝❡rt✐✜❡❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r✱ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ❛r❡
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② tr❡❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦t ♦❢ ✇♦r❦ t❤❛t st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛tt❛✐♥ s✉❝❤ ❛ ❣♦❛❧✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱
t❤❡ ✇♦r❦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ♦✛❡rs ❛♥ ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ♣r♦♣♦s❡s
s♦♠❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ r❡s✉❧ts✳
❋♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt t❡r♠✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ s♦♠❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥
s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ❛♥ ❡✈❡♥ ❧♦♥❣❡r t❡r♠✱ ✇❡
✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ st✉❞② ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ t♦♦❧s t❤❛t ✇✐❧❧ ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ❛❞❞r❡ss ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s
♣r♦❜❧❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳
✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✲s♦♣✳✐♥r✐❛✳❢r✴♠❛r❡❧❧❡✴■♦❛♥❛✳P❛s❝❛✴♠✉❧t✐❞✐♠✴
✷✼
P❛➩❝❛
✼✳ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts
❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s ▼❛st❡r t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r t❤❛♥❦s ❨✈❡s ❇❡rt♦t ❢♦r ❤✐s s✉♣❡r✈✐s✐♦♥✱
❛❞✈✐❝❡ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❬✶❪ ❨✈❡s ❇❡rt♦t ❛♥❞ P✐❡rr❡ ❈❛stér❛♥✳ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ Pr♦✈✐♥❣ ❛♥❞ Pr♦❣r❛♠ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱
❈♦q✬❆rt✿t❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✹✳
❬✷❪ ❈♦q ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t❡❛♠✳ ❚❤❡ ❈♦q Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥t ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ▼❛♥✉❛❧✱ ✈❡rs✐♦♥ ✽✳✶✱ ✷✵✵✻✳
❬✸❪ ▲✉ís ❈r✉③✲❋✐❧✐♣❡✳ ❆ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❋♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❚❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❈❛❧❝✉❧✉s✳ ■♥
❍✳ ●❡✉✈❡rs ❛♥❞ ❋✳ ❲✐❡❞✐❥❦✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❚②♣❡s ❢♦r Pr♦♦❢s ❛♥❞ Pr♦❣r❛♠s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✹✻✹ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ♣❛❣❡s
✶✵✽✕✶✷✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✸✳
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▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❢♦r♠❡❧❧❡s✳ ■❧ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❈♦♠♣❈❡rt ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜✉t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ❧❛
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛ss✐st❛♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❈♦q✱ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❡♠❜❛rq✉és ❝r✐t✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡
à ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❣✐str❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞❡r ❝❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ♣❛r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐t ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ✿
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❈♦q ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛
♣♦st❡r✐♦r✐ ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❢♦r♠❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞✉ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ❝❡rt✐✜é✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ✉♥❡ ❢❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡♠❡✉r❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦❞❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ✉♥ ❜✉❣ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❛ss❡♠❜❧❡✉r ❣é♥éré✱ ❡t ❞♦♥❝
✐♥✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡✳ ❉❡ ❧à s♦♥t ♥és ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉rs ❝❡rt✐✜és ❡t ❧❡ ♣r♦❥❡t ❈♦♠♣❈❡rt✳ ❈❡
♣r♦❥❡t ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❛✈❡❝ ❧✬❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❈♦q ✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ré❛❧✐st❡ ❞✬✉♥ ✈❛st❡
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈ ✈❡rs ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛ss❡♠❜❧❡✉r ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r P♦✇❡rP❈✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞é✈♦❧✉
❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❡♠❜❛rq✉és ❬▲❡r✵✻✱ ❇❉▲✵✻❪✳
▲❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❈♦♠♣❈❡rt ❡st ✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ♠♦❞éré♠❡♥t ♦♣t✐♠✐s❛♥t✱ q✉✐ ❛❝❝♦♠♣❧✐t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
♣❛ss❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❝❡rt✐✜é✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡st ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é
❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❈♦q ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✭t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✮✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ét❛❜❧✐r ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛ss❡ ❞✉
❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬é❝r✐r❡ ❡♥ ❈♦q ✉♥❡ ♣❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐
tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ▲✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❡st ❝❡rt✐✜é ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s à
❝♦♠♣✐❧❡r✳
▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❈♦♠♣❈❡rt ❡st ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❛ss✐sté❡ ♣❛r ♣r❡✉✈❡✳
■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❡①✐st❛♥t✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❞❡ ❞é✜♥✐r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❈✬❡st s♦✉✈❡♥t à ❧✬✐ss✉❡
❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❥✉❣é❡ tr♦♣ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉✬✐❧ ❡st ❞é❝✐❞é ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ ✈♦✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r
✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés
✸✶
❇❧❛③② ✫ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ✫ ❙♦✉t✐❢
❛②❛♥t ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t été ♣r♦✉✈é❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❈♦♠♣❈❡rt ❛❝t✉❡❧ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ s❡♣t ❧❛♥❣❛❣❡s
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳
▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❈♦♠♣❈❡rt q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
é❝r✐t❡ ❡♥ ❈♦q✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♣❡✉ ❛❞❛♣té❡
à ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡t q✉❡ ❧✬❡✛♦rt ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❡♥ ❈♦q ❡t ♣r♦✉✈❡r ❡♥s✉✐t❡ ❧❛
♣rés❡r✈❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡st tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s s❡ r❛♠è♥❡
à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ét❛♥t NP✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ❈♦♠♣❈❡rt
✐♠♣❧❛♥t❡ ✉♥❡ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡✳
❉❛♥s ❈♦♠♣❈❡rt✱ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡st é❝r✐t❡ ❡♥ ❈❛♠❧ ♣✉✐s ✈❛❧✐❞é❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡♥ ❈♦q ✿ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à ❝♦♠♣✐❧❡r✱ ✐❧ ❡st ✈ér✐✜é ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡
r❡❣✐str❡s ❡st ❝♦rr❡❝t❡✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡✱
♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❛ ❜✐❡♥ r❡♥✈♦②é ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❊♥
♦✉tr❡✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s été é❝r✐t❡ ❡♥
❈♦q✳
❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❞é❝r✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣♦✉r ❧❡
❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❈♦♠♣❈❡rt✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❈♦q ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ✭s❛♥s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✮ ❛❞❛♣té à ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s
✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①❛❝t✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❡♥ ❈♦q ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣ré❝✐té❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ré❛❧✐sé❡
♣❛r ✉♥ s♦❧✈❡✉r q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❡①t❡r♥❡✱
❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✈❛❧✐❞é❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡♥ ❈♦q✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ à rés♦✉❞r❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ❞✬♦ù ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st ❞♦✉❜❧❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡
r❡❣✐str❡s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❝❡rt✐✜é ❈♦♠♣❈❡rt✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❧❡ ❞é❜✉t ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❈♦q ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❡t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣❛rt✐❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡t ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ P✉✐s✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞é❝r✐t ❧❡s
♥♦t✐♦♥s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❡t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡①♣❧✐q✉❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡
♣❛rt✐❡ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❈♦q ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é❡s✳ ▲❡
❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ♣❛❣❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥s✐✐❡✳❢r✴⑦❜❧❛③②✴
r❡❣✐st❡r✲❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳
✶✳ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s
✶✳✶✳ ●é♥ér❛❧✐tés
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝❝ès à ❧❛
♠é♠♦✐r❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐r❡ ❡t é❝r✐r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❈❡s ❛❝❝ès s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
❣♦✉r♠❛♥❞s ❡♥ t❡♠♣s✳ P♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ♣❡t✐t
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ③♦♥❡s ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ à ❛❝❝ès ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱ ❧❡s r❡❣✐str❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
r❡❣✐str❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ♦ù s♦♥t st♦❝❦é❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à
t♦✉t ♠♦♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ✿ s♦✐t ❡♥ r❡❣✐str❡s s✐ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ s♦✐t ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧❡ ❝❛s
é❝❤é❛♥t✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s r❡❣✐str❡s✳ ■❧ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s♦✉✈❡♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❡♥tr❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ v ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ r❡❣✐str❡ R ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭❝❡ q✉✐ r❡♥❞ R ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❞✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✱ ❡t ré✉t✐❧✐s❡r R
❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ v ♥✬❛ ♣❧✉s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❝♦♥s❡r✈é❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❢✉t✉r❡s ✭❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡
✸✷
❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣❛r ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡
❞❡ tr❛♥s❢ér❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ v✮✳
▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡st ❧❛ ♣❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ét✉❞✐é❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥
÷✉✈r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❝♦❞❡ ❝♦♠♣✐❧é ❞é♣❡♥❞ ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡
r❡❣✐str❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① tâ❝❤❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s s♦♥t ❧❡ ✈✐❞❛❣❡ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱
❡t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✳ ▲❡ ✈✐❞❛❣❡ ❞é❝✐❞❡ q✉❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡r♦♥t st♦❝❦é❡s ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❡♥ r❡❣✐str❡s✳
▲❛ ❢✉s✐♦♥ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s tr❛♥s❢❡rts
❡♥tr❡ r❡❣✐str❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ x = y ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x ❡t y
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t❡✱ q✉✬❛✉ ✈✉ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ st♦❝❦❡r
x ❡t y ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ r❡❣✐str❡✳
✶✳✷✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s
▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝❝ès à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥
♥♦♠❜r❡ ✜①❡ ❞❡ r❡❣✐str❡s✳ ❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ r❛♠è♥❡ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡
❣r❛♣❤❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✭❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✱ ♦❜t❡♥✉ s✉✐t❡ à ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à ❝♦♠♣✐❧❡r✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥
ét❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ NP✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ❧❛ q✉❛s✐✲t♦t❛❧✐té ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✐♠❛❣✐♥é❡s ♦♥t été ❤❡✉r✐st✐q✉❡s
✭❬❈❤❛✽✷❪✱ ❬❇❈❚✾✹❪✱ ❬●❆✾✻❪✱ ❬PP✵✺❪✱ ✳ ✳ ✳ ✮✳ ❈❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡s
❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ❡t ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ▲❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❡✛❡❝t✉❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡
t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s✱ ♣❧✉s s♦♣❤✐st✐q✉é❡s✱ ❧❡s ré❛❧✐s❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ▲❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡
r❡❣✐str❡s é✈♦❧✉❡♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❡♥❝♦r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✜♥ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡s
♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ ❝♦ût ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡s ❛❝❝ès à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳ P♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡
t❡❧ q✉❡ ❈✱ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬❆♣♣❡❧ ❡t ●❡♦r❣❡ ❬●❆✾✻❪✳ ❈✬❡st
❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛ été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❈♦♠♣❈❡rt✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ré❝❡♥t❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ✐♠❛❣✐♥é❡ ♣❛r P❛❧s❜❡r❣ ❡t P❡r❡✐r❛ ❬PP✵✺❪✳ ❙✐ s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té
♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✬❆♣♣❡❧ ❡t ●❡♦r❣❡✱ s❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts s♦♥t ♣❛r ❝♦♥tr❡
❢♦rts ✐♥tér❡ss❛♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣✐st❡ ♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ❆♥❞❡rss♦♥ ❬❆♥❞✵✸❪✱ ❝❡✉①✲❝✐ ♦♥t ♠❡s✉ré q✉✬✉♥❡
❧❛r❣❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬êtr❡ tr✐❛♥❣✉❧és ✶✳ ■❧s ❛✣r♠❡♥t ❡♥ ❡✛❡t
q✉❡ ♣❧✉s ❞❡ ✾✺✪ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❏❛✈❛ ✶✳✺ ❡t ❞❡s ✷✼✾✷✶
❣r❛♣❤❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣✉❜❧✐és ♣❛r ❆♣♣❡❧ ❡t ●❡♦r❣❡ ✭❬❆●✵✺❪✮ ♦♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳
▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉✐ ✿
✕ r❡♥♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱
✕ ✐♥sèr❡ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡t é❝r✐t✉r❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ✈✐❞❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱
✕ s✉♣♣r✐♠❡ ❞❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s st♦❝❦é❡s ❞❛♥s ❞❡s r❡❣✐str❡s ❛②❛♥t
été ❢✉s✐♦♥♥és✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣rés❡r✈❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡
st❛t✐q✉❡✳ P❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛ss✐st❛♥t à ❧❛
♣r❡✉✈❡✮✳ ❬❖❤♦✵✹❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❞é❞✐é à ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❝♦rr❡❝t ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ♣❡t✐t
❧❛♥❣❛❣❡✱ ❡t ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ s❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r t❡❧ q✉❡ ❈♦♠♣❈❡rt✳
❬◆PP✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞é❞✐é à ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✳ ▲❛ sûr❡té
❞✉ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❛ ré❝❡♠♠❡♥t été ♣r♦✉✈é❡ ❡♥ ❚✇❡❧❢✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r
✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✳
✶▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳
✸✸
❇❧❛③② ✫ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ✫ ❙♦✉t✐❢
✶✳✸✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡ r❡❣✐str❡s
▲❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ♣♦✉r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡ r❡❣✐str❡s s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ❢✉r❡♥t ❝❡✉① ❞❡ ●♦♦❞✇✐♥ ❡t ❲✐❧❦❡♥ ❡♥ ✶✾✾✻ ❬●❲✾✻❪
s✉r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❈■❙❈✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❢✉r❡♥t ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts ♠❛✐s ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣♦✉r s✉♣♣❧❛♥t❡r
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ■❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ♣❤❛s❡s ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ❡t ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳
❊♥ ✷✵✵✶✱ ❆♣♣❡❧ ❡t ●❡♦r❣❡ ❬❆●✵✶❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s
♣r♦❝❡ss❡✉rs à ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❈■❙❈✷ ♣✉✐s ♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥
✭❧❡✉rs t❡♥t❛t✐✈❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ s❡ s♦♥t
❛✈éré❡s ✐♥❢r✉❝t✉❡✉s❡s✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r✮✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❢✉r❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ●♦♦❞✇✐♥ ❡t ❲✐❧❦❡♥✳
❈❡tt❡ ❛♥♥é❡✱ ●r✉♥❞ ❡t ❍❛❝❦ ❬●❍✵✼❪ ♦♥t é❧❛❜♦ré ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s ✭✐✳❡✳ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡
❢✉s✐♦♥✳ ▲❡✉r ❞é♠❛r❝❤❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ✹✼✶ ❞❡s ✹✼✹ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧✬❖♣t✐♠❛❧
❈♦❛❧❡s❝✐♥❣ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡✸ ❞❛♥s ❞❡s t❡♠♣s très r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ✭✹✸✵ ❝❛s s♦♥t tr❛✐tés
❡♥ ♠♦✐♥s ❞❡ ✻ s❡❝♦♥❞❡s✮✳
✷✳ ❋♦♥❞❡♠❡♥ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
✷✳✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s
❯♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ à ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞❡ G ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r
❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rêt❡ (i, j) ❞❡ G ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❛ss♦❝✐é❡s à i ❡t j s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❙✐ p ❡st ✉♥
❡♥t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡ p ❝♦✉❧❡✉rs ❡st ❛♣♣❡❧é❡ p✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥✳ ❯♥❡
❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s✐ ❝❡rt❛✐♥s s♦♠♠❡ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦❧♦rés✳ ❯♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ♦♣t✐♠❛❧❡
s✐ ❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ à ❝♦❧♦r✐❡r ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s
s♦♠♠❡ts r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à ❝♦♠♣✐❧❡r✳ ▲❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s✳ ▲❡s ❛rêt❡s
❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ r❡❧✐❡♥t t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s ♦❝❝✉♣❡r ❧❡s
♠ê♠❡s r❡❣✐str❡s à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ▲❡s ❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ r❡❧✐❡♥t t♦✉s
❧❡s s♦♠♠❡ts q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡❧❧❡s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐
✭❡t ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛rêt❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s s♦♠♠❡ts✮✳ ❯♥ ♣♦✐❞s ❡st ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❛✜♥
❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ tr✐♣❧❡t (S, I, P )✱ ♦ù G ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡st S✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st I ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s
❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡st P ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❢♦r♠és ♣❛r S ❡t I ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t S ❡t P ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt s♦♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧és ✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡ ❡t ♣r❡❢✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ G✳
❙♦✐❡♥t ✉♥ ❡♥t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ p ❡t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ p✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s
❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ p✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ G q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
f =
∑
(i,j)∈D wij + c|NC|✱ ♦ù D ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞♦♥t ❧❡s ❡①tré♠✐tés s♦♥t
❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ NC ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ♥♦♥ ❝♦❧♦rés✱ wij ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛rêt❡
(i, j)✱ ❡t c ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ♥♦♥ ❝♦❧♦ré✳ ❯♥❡
p✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✳
✷▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❈■❙❈ ❡st q✉❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❝❡rt❛✐♥s ♦♣ér❛♥❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱ ❞✬❛✉tr❡s ❡♥ r❡❣✐str❡s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❘■❙❈ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉s ❧❡s ♦♣ér❛♥❞❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡♥
r❡❣✐str❡✳
✸■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣✉❜❧✐é❡ ♣❛r ❆♣♣❡❧ ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳
✸✹
❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣❛r ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡
A
E
B
F
C
D
23
4
❋✐❣✳ ✶ ✕ ■♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✸✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳
▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ k✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s
❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✱ ♦ù k ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❣✐str❡s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ r❡❣✐str❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡ rés♦❧✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✸✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❊♥ tr❛✐t ♣❧❡✐♥ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡t ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡
♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❝♦❧♦r❡ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts
❡t q✉❡ ❞❡✉① ❞❡s tr♦✐s ❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♦♥t ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉① ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s tr♦✐s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝❛r s✐♥♦♥ ❧❡s s♦♠♠❡ts A✱ B✱ E ❡t F s❡r❛✐❡♥t ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ s❡r❛✐❡♥t ✈✐♦❧é❡s✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ❞❡s r❡❣✐str❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝❤❡r❝❤❡r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts k✲❝♦❧♦r❛❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝♦❧♦ré ❛✈❡❝ k ❝♦✉❧❡✉rs✳ ▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡
❢✉s✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦❧♦r❡r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✳
✷✳✷✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❡t ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
▲❡s tr❛✈❛✉① ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦t✐♦♥s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❡t ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és q✉✐
❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♦r❞r❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛✉① q✉✐ ❧❡✉r s♦♥t
✐♥t✐♠❡♠❡♥t ❧✐és ♣♦✉r ✜♥✐r ♣❛r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❉❛♥s
❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ G = (S, I, P ) ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❡t E ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ S✳
✶✳ ❯♥ ❝②❝❧❡ C ❡st ❞✐t s❛♥s ❝♦r❞❡ s✐ ❛✉❝✉♥❡ ❛rêt❡ ♥❡ r❡❧✐❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ♥♦♥ ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❡ C✳
✷✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r E ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ G ❛✉① s♦♠♠❡ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à E ❡t ❛✉① ❛rêt❡s r❡❧✐❛♥t
❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ E✳
✸✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ q✉✐ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ❛✉❝✉♥ ❝②❝❧❡ ✐♥❞✉✐t s❛♥s ❝♦r❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à q✉❛tr❡
❡st ❞✐t tr✐❛♥❣✉❧é ✭❝❤♦r❞❛❧ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳
✹✳ ❯♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t r❡❧✐és ❞❡✉① à ❞❡✉①✳
✺✳ ❯♥ s♦♠♠❡t s ❡st s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ s ❡st ✉♥❡
❝❧✐q✉❡✳
✻✳ ❯♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ✭♥♦té ♦❡s ♦✉ ♣❡♦ ♣♦✉r ♣❡r❢❡❝t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❡st
✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✭x1✱✳ ✳ ✳ ✱ xn✮ ❞❡ S t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . n}, xi ❡st s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡
❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ④xi✱ ✳ ✳ ✳xn⑥✳
✸✺
❇❧❛③② ✫ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ✫ ❙♦✉t✐❢
✼✳ n(G) ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ G✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ G✳
✽✳ m(G) ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ G✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ❞❡ G✳
✾✳ χ(G) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ●✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ G✳
✶✵✳ ω(G) ❡st ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝❧✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t❡ ❞❡ G✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❛
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❧❛
♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✮ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✮ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭é❣❛❧✐tés
❡t ✐♥é❣❛❧✐tés✮✳ ❚♦✉t ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ (P ) ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦ù X
❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❡t n ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿
(P )
{
Min f(x)
x ∈ X ⊆ Rn
◆♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ④✵✱✶⑥ ✭P▲◆❊✮ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t t♦✉t❡s à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ④✵✱✶⑥✱ ❡t ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❡t t♦✉t❡s
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s NP✲❞✐✣❝✐❧❡s ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s é♥✉♠ér❛t✐✈❡s ❝❡ q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❝♦♥✜é❡ à ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❈P▲❊❳ ❬■❧♦✵✷❪✮✳ ▲✬✐♥térêt
❞❡ t❡❧s s♦❧✈❡✉rs ❡st ❧❡ r❡❝♦✉rs à ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♣❤✐st✐q✉é❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳
✸✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✸✳✶✳ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡t ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐té
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✬✐❧ ❛ été ❞é❝✐❞é ❞❡ s✉✐✈r❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❆♣♣❡❧ ❡t
●❡♦r❣❡ ❬❆●✵✶❪✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t
séq✉❡♥t✐❡❧ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ❡t ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝❛r
❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✉ P♦✇❡rP❈ ✭❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❈♦♠♣❈❡rt✮ ❡st ❘■❙❈✱ ❡t ♥♦♥ ♣❛s ❈■❙❈ ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❬❆●✵✶❪✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❘■❙❈ ♦❜❧✐❣❡ t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ à êtr❡ ❡♥ r❡❣✐str❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t
❞❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❈■❙❈✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱
✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r à ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❘■❙❈ ♣♦ssè❞❡ ♣❧✉s ❞❡ r❡❣✐str❡s ❞é❞✐és ❛✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊♥✜♥✱
❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s à ❝♦♥s✐❞ér❡r s♦♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❘■❙❈✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❈■❙❈✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❬❆●✵✶❪✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❈❡ tr❛✐t❡♠❡♥t séq✉❡♥t✐❡❧ ♣♦s❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ♣✉✐s ♣♦✉r
❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♠❛✐s ❝❡s ❞❡✉① ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ♥❡
♣❛s ❞é❜♦✉❝❤❡r s✉r ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❣✐str❡s q✉✐ s♦✐t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❡✳
✸✳✷✳ ❉❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s✱ é✈✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ à
❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ♥✬❡st ✉t✐❧❡ q✉❡ s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♥✬❡st ♣❛s k✲
❝♦❧♦r❛❜❧❡✳ ❖r✱ ❧❡ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❛❧❧♦✉❛❜❧❡s s✉r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❘■❙❈ r❡♥❞ ❝❡tt❡ é✈❡♥t✉❛❧✐té ♣❡✉
♣r♦❜❛❜❧❡✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ t❡st❡r s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡st k✲❝♦❧♦r❛❜❧❡ ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✈✐❞❛❣❡✳ ❈❡ t❡st ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✹ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡ ❡st
✹❊♥ ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ♦ù ❧❡ t❡st ❞❡ k✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
✸✻
❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣❛r ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡
tr✐❛♥❣✉❧é✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡✣❝❛❝❡s ré❛❧✐s❛♥t ❞❡s ❝♦❧♦r❛t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❛♥s ❝❡s ❣r❛♣❤❡s✳
◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❞♦♥❝ ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥
❣♦✉r♠❛♥❞❡✱ q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st tr✐❛♥❣✉❧é ❡t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ s✐♥♦♥✳ ❙✐ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❝❡tt❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à k✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
ré❛❧✐s❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❡st tr❛✐té❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷ rés✉♠❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡♥ ❈♦q ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡
❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ▲❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡st s♣é❝✐✜é❡ ❡t ♣r♦✉✈é❡ ❡♥ ❈♦q✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ❡t ❞❡
❢✉s✐♦♥ s♦♥t ✈❛❧✐❞é❡s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ✈ér✐✜é ❡♥ ❈♦q q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r
❧❡ s♦❧✈❡✉r ❡①t❡r♥❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳Coloration gourmandeColoration (p ouleurs)
Phase de fusion Phase de vidagePhase de fusion
p ≤ K p > K
Validation
Certiation
Non optimalitéOptimalité
❋✐❣✳ ✷ ✕ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
✸✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡
▲❡ t❡st ❞❡ k✲❝♦❧♦r❛❜✐❧✐té ❡st ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭✐✳❡✳ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs✮ s✐ ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
s♦♥t ❝♦❧♦r✐és ❧❡s s♦♠♠❡ts ❡st ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❬●❛✈✼✷❪✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts
♦♥t été ♣r♦✉✈és ❡♥ ❈♦q ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✮✳ ■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ q✉❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦❧♦rés
❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❣râ❝❡ à ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❡st ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✐✈❡rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬é❝r✐r❡ ❡♥ ❈♦q ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♥❛ï❢ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✭❡♥ t❡♠♣s✮
❡st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥♥é ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ■❧ ❝♦♥s✐st❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t à ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ s♦♠♠❡t
s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ s✱ ❧❡ r❡t✐r❡r ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡t ✐tér❡r ❝❡ ♣r♦❝é❞é✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❝❛r t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t
❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é ❡st ❧✉✐ ♠ê♠❡ tr✐❛♥❣✉❧é ❡t ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧✳
▲✬❛♣♣❡❧ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ is sv(s, S − T ) t❡st❡ s✐ s ❡st ✉♥ s♦♠♠❡t s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r
S−T ✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st t❡sté s✐ s ❡t s❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ S−T ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ ❣r❛♣❤❡
❡st tr✐❛♥❣✉❧é s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❛❞♠❡t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❬❋●✻✺❪✳ ❆✉ss✐✱ ❧✬♦r❞r❡ r❡♥✈♦②é
♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G ❡st tr✐❛♥❣✉❧é✳
✸✼
❇❧❛③② ✫ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ✫ ❙♦✉t✐❢
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ♣❡♦ s❡❛r❝❤ ✭●✮
❊♥tré❡✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ●❂✭❙✱ ■✱ P✮ ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡ ❡st tr✐❛♥❣✉❧é
❙♦rt✐❡✿ ❯♥ ♦r❞r❡ x = {x1, x2, . . . xn(G)} ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡
✶✿ i := 0, U := ∅
✷✿ t❛♥t q✉❡ i < n(G) ❢❛✐r❡
✸✿ tr♦✉✈é ✿❂ ❢❛✉①✱ ❚ ✿❂ ❯
✹✿ t❛♥t q✉❡ tr♦✉✈é ❂ ❢❛✉① ❢❛✐r❡
✺✿ ❝❤♦✐s✐r s ❞❛♥s S − T
✻✿ s✐ is sv(s, S − T ) ❛❧♦rs
✼✿ xi+1 := s
✽✿ tr♦✉✈é ✿❂ ✈r❛✐
✾✿ s✐♥♦♥
✶✵✿ T := T ∪ s
✶✶✿ ✜♥ s✐
✶✷✿ ✜♥ t❛♥t q✉❡
✶✸✿ i := i+ 1;U := U ∪ {s}
✶✹✿ ✜♥ t❛♥t q✉❡
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦❧♦r❡r ❧❡s
s♦♠♠❡ts s❡❧♦♥ ❝❡t ♦r❞r❡ ❡♥ ❛✛❡❝t❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦✉❧❡✉r q✉✐ ♥✬❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❛✉❝✉♥
❞❡s ✈♦✐s✐♥s ❞✉ s♦♠♠❡t ❝♦✉r❛♥t xi✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ❧❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ✭❝♦❧♦r❛t✐♦♥✮ à ✶✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ✭●✮
❊♥tré❡✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ●
❙♦rt✐❡✿ ❯♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ●✱ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✐ ● ❡st tr✐❛♥❣✉❧é
✶✿ x = peo search(G), U := ∅
✷✿ ♣♦✉r t♦✉t ✐ ❞❡ ♥✭●✮ à ✶ ❢❛✐r❡
✸✿ ❚ ✿❂ get nghbs(G, xi), U := U ∪ xi
✹✿ ❛✛❡❝t❡r à xi ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦✉❧❡✉r q✉✐ ♥✬❡st ❛✛❡❝té❡ à ❛✉❝✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ T ∩ U
✺✿ ✜♥ ♣♦✉r
✸✳✹✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (S, I, P ) ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬●❍✵✼❪✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿
❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xic q✉✐ ✈❛❧❡♥t ✶ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ s♦♠♠❡t i ❡st ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r c ❀ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s yij q✉✐ ✈❛❧❡♥t ✶ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (i, j) ❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡t i ❡t j s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳ ■❧ ❝♦♠♣r❡♥❞ tr♦✐s sér✐❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿
✕ (C1) à ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞♦✐t êtr❡ ❛✛❡❝té❡ ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦✉❧❡✉r✱
✕ (C2) ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✱
✕ (C3) yi,j ❞♦✐t ✈❛❧♦✐r ✶ s✐ i ❡t j s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s
❛❧♦rs ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞r♦✐t ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té (C3) ✈❛✉t ✶ ❧♦rsq✉❡ c ❡st ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ i✳
P♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ❡①tré♠✐tés
s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r f =
∑
(i,j)∈P wij × yij ✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛❞❛♣té ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é ❞❡s ❞❡✉①
♣❤❛s❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ét❛♥t ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✳ ■❧ s✉✣t
❡♥ ❡✛❡t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xi0 q✉✐ ✈❛❧❡♥t ✶ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ s♦♠♠❡t i ♥✬❡st ♣❛s ❝♦❧♦ré ❡t ❞❡
✸✽
❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣❛r ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡
(P1)

























Min
∑
(i,j)∈P
wij × yij
s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
(C1) ∀i ∈ {1, . . . , n(G)},
k
∑
c=1
xic = 1
(C2) ∀(i, j) ∈ I, ∀c ∈ {1, . . . , k}, xic + xjc ≤ 1
(C3) ∀(i, j) ∈ P, ∀c ∈ {1, . . . , k}, xic − xjc ≤ yij
(C4) ∀i ∈ {1, . . . , n(G)}, ∀c ∈ {1, . . . , k}, xic ∈ {0, 1}
❋✐❣✳ ✸ ✕ Pr♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✳
♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳
✹✳ ❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❈♦q
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❈♦q ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡✱ ❧❡s str✉❝t✉r❡s
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❡t ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡
❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐s ❧♦rs ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s✱
❧❡s ♣r❡♠✐❡rs s♦♥t ❡♥ ❣r❛s ❡t ❧❡s s❡❝♦♥❞s ❡♥ ✐t❛❧✐q✉❡✳
✹✳✶✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s
▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛ été ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❈♦q ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❘❡❝♦r❞✳ ❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s
♦♥t été ❞é✜♥✐s ✿ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ❧❡✉rs s♦♠♠❡ts ❡st ✉♥ ♦r❞r❡
❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ✐♥✈❡rs❡✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳
❘❡❝♦r❞ ●r❛♣❤ ✿ ❙❡t ✿❂ ♠❦ ●r❛♣❤④
✈❡rt✐❝❡s ✿ ❧✐st ♥❛t ❀
❡❞❣❡s ✿ ❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮ ❀
(P1) ♣ ✐s ❧❡① s♦rt❡❞ ✿ ✐s ❧❡① s♦rt❡❞ ❡❞❣❡s ❀
(P2) ♣ ✐s str✐❝t ♦r❞ ✿ ✐s str✐❝t ♦r❞ ❡❞❣❡s ❀
(P3) ♣ ◆♦❉✉♣ ✿ ◆♦❉✉♣ ❡❞❣❡s ❀
(P4) ♣ ✈❡rt✐❝❡s ❡❞❣❡s ✿ ✈❡rt✐❝❡s ❂ ❡❞❣❡s t♦ ✈❡rt✐❝❡s ❡❞❣❡s ⑥✳
■❧ ❛ été ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ t♦✉t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ♣♦✉r s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s
❈♦♠♣❈❡rt✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❛rêt❡s✱ ✉♥❡ ❛rêt❡ ét❛♥t ✉♥ ❝♦✉♣❧❡
❞❡ s♦♠♠❡ts✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐st❡ ❡st ✈♦✉❧✉ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t s❡
r❡♣rés❡♥t❡ ✐❞é❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡✱ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts
❞✉ ❣r❛♣❤❡✳
▲❛ ❧✐st❡ edges ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ♣♦ssè❞❡ tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés ✿
✕ (P1) ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡ edges ❡st tr✐é❡ ♣❛r ♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❀
✕ (P2) st✐♣✉❧❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡ edges ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡✱
❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞✉ s♦♠♠❡t s♦✉r❝❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞✉ s♦♠♠❡t ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳
✕ (P3) ♠❡♥t✐♦♥♥❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡ edges ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❞♦✉❜❧♦♥s✳
✸✾
❇❧❛③② ✫ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ✫ ❙♦✉t✐❢
(P1) ❡t (P2) s❡r✈❡♥t à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ tr✐ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①é❝✉té❡s ❡♥ t❡♠♣s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦✉ ❞✬② ✐♥❝♦r♣♦r❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛rrêt✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥
♦✉tr❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♣❛r❝♦✉rs ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❞❡s ❧✐st❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❞✬❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ (P3) ❡st ✉♥❡
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❛ ❧✐st❡
✐♥✐t✐❛❧❡ ♦♥t été ✐♠♣❧❛♥té❡s ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr✐ r❛♣✐❞❡ ❛ été é❝r✐t ❡♥ ❈♦q à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❋✉♥❝t✐♦♥ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✳
▲❛ ❧✐st❡ vertices r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡
❛rêt❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ét❛♥t ❝♦♥♥❡①❡✺✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❧✐st❡ ❡st tr✐é❡ ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❡t ♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❞♦✉❜❧♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐t q✉✬❡❧❧❡ ❡st tr✐é❡ ♣❛r ♦r❞r❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés
❞é❝♦✉❧❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❛ été ❝♦♥str✉✐t❡ ❧❛ ❧✐st❡ vertices à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ edges✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ edges to vertices✳
❆✜♥ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❝❡ q✉✬❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❞r❡s
❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛✉①✳ ▲❡ ♣ré❞✐❝❛t (sv x v e) s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ x ❡st ✉♥ s♦♠♠❡t s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡
❞❡s s♦♠♠❡ts v ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛rêt❡s ❞❡ e✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥♦♥s ♣❛s s❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛r ❡❧❧❡ ❢❛✐t ❡❧❧❡
♠ê♠❡ ❛♣♣❡❧ à ❞✬❛✉tr❡s ♣ré❞✐❝❛ts✳ ▲❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❞r❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛✉① ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡
❡♥ ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s peo ❡t peo ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❛❧❧é❣❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳
■♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❡♦ ✿ ❧✐st ♥❛t → ❧✐st ♥❛t → ❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮ → Pr♦♣ ✿❂
♣❡♦ ❝♦♥s ✿ ∀ ✭❧ ✈❡rt ✿ ❧✐st ♥❛t✮ ✭❡❞❣ ✿ ❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮✮✱
P❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✈❡rt ❧⇒
✭∀ ✭① ✿ ♥❛t✮ ✭❧❧ r❧ ✿ ❧✐st ♥❛t✮✱ ❧ ❂ ❧❧ ✰✰ ① ✿ ✿ r❧ ⇒ s✈ ① ✭① ✿ ✿ r❧✮ ❡❞❣✮⇒
♣❡♦ ❧ ✈❡rt ❡❞❣✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♣❡♦ ✭❧ ✿ ❧✐st ♥❛t✮ ✭❣ ✿ ❣r❛♣❤✮ ✿ Pr♦♣ ✿❂ ♣❡♦ ❧ ✭✈❡rt✐❝❡s ❣✮ ✭❡❞❣❡s ❣✮✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és✳ ▲❡ ♣ré❞✐❝❛t (est clique g l t) s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ l ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ t ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ g✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st
❞♦♥❝ ❝❡❧✉✐ ♦ù ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡st s✐♠♣❧✐❝✐❛❧✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t x ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts
q✉✐ ♣ré❝è❞❡♥t x ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ vertices ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ❝♦❧♦rés ❛✈❛♥t ❧✉✐ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡✮ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✳
❘❡❝♦r❞ ❈❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤ ✿ ❙❡t ✿❂ ♠❦ ❈❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤④
❣♣❤ ✿ ●r❛♣❤ ❀
s❡❧❢ ♣❡♦ ✿ ∀ ✭① ✿ ♥❛t✮✱ ■♥ ① ✭✈❡rt✐❝❡s ❣♣❤✮⇒
✐s ❝❧✐q✉❡ ❣♣❤ ✭① ✿ ✿ ❣❡t ♥❣❤❜s ❣♣❤ ①✮ ✭❧❡♥❣t❤ ✭❣❡t ♥❣❤❜s ❣♣❤ ①✮ ✰ ✶✮⑥✳
✹✳✷✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❛ été é❝r✐t ❡♥ ❈♦q ❡t s♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐té ❛ été ♣r♦✉✈é❡ ❡♥ ❈♦q
s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ my chordal gph ❛✜♥
❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ Chordal graph ❝❛r ❝✬❡st s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹ rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛
❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳
■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ❝♦♥str✉✐r❡ my graph ❞❡ t②♣❡
Graph✳ ❊♥s✉✐t❡✱ s✐ my graph ❡st tr✐❛♥❣✉❧é ❛❧♦rs ✐❧ ❛❞♠❡t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡♥♦♠♠❡r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ my graph ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ tr♦✉✈é ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à ❧❛ ❧✐st❡ ④✶✱✳ ✳ ✳n⑥✳ ❉ès ❧♦rs✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
❣r❛♣❤❡ my chordal gph ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ Chordal graph✱ ❞❡ ré❛❧✐s❡r
✺❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❧✐❡r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❛rêt❡s
t❡❧❧❡ q✉❡ ❞❡✉① ❛rêt❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳
✹✵
❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣❛r ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡
❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ my chordal gph ✭❡t ❧❛ ♣r♦✉✈❡r ♦♣t✐♠❛❧❡✮✱ ♣✉✐s ❞❡ r❡♥♦♠♠❡r ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ✐♥✈❡rs❡
❧❡s s♦♠♠❡ts ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ✭❡❧❧❡✲♠ê♠❡ r❡♥♦♠♠é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✮ ❡st
✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ my graph✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù my graph ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞✬♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
s✐♠♣❧✐❝✐❛❧✱ my graph ❡st ❝♦❧♦ré✱ ♠❛✐s ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡✳Liste d'arêtesConstrution de my_graphColoration quelonque de my_graphReherhe d'un ordre d'élimination simpliialRenommage des sommets de my_graphConstrution du graphe my_hordal_graphColoration optimale de my_hordal_graphRenommage inverse de la olorationColoration optimale de my_graph
∄oes∃oes
❋✐❣✳ ✹ ✕ ❉é♠❛r❝❤❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛tt❛❝❤és à ❝♦♥❢ér❡r à ♥♦tr❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ q✉❡❧q✉❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
❜♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs ♦r❞r❡s s✉r ❧❡s ❧✐st❡s
♣❡r♠❡t ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛♣♣ré❝✐❛❜❧❡ ♠❛✐s ❛❧❧♦♥❣❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ▲❡s tr♦✐s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬♦r❞r❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s s♦♥t ✿
✕ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ s✉r ❞❡s ❧✐st❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s✱
✕ ❧✬♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ✭❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❛
s❡❝♦♥❞❡✮✱
✕ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❞✬❡♥t✐❡rs✳
■❧ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞✬❛✉tr❡s ♦r❞r❡s ❝♦♥♥❡①❡s à ❝❡✉①✲❝✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♦r❞r❡s str✐❝ts
❡t ❧❡s ♦r❞r❡s ✐♥✈❡rs❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬✉s❛❣❡ ❞✬♦r❞r❡ ♣r♦❝✉r❡ ✉♥ ❣❛✐♥
s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❝❛s très s✐♠♣❧❡ ✿ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦✉❜❧♦♥s ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡✳
❙✐ l ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r lg✱ ❛❧♦rs ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦✉❜❧♦♥s s❡ ❝♦❞❡
❡♥ O(lg2)✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❧❛ ❧✐st❡ ❡st tr✐é❡ ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❡♥ O(lg) ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ têt❡ ❞❡ ❧✐st❡ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts
❡t ❞✬❡♥ s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ❙✐ ❧❛ ❧✐st❡ ♥✬❡st ♣❛s tr✐é❡ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr✐❡r ♣✉✐s ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❞♦✉❜❧♦♥s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ tr✐ r❛♣✐❞❡
❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ O(lg log(lg))✳
✹✳✸✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧
▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st tr✐❛♥❣✉❧é✱ ❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ P♦✉r ❧❡ tr♦✉✈❡r ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✹✶
❇❧❛③② ✫ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ✫ ❙♦✉t✐❢
s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (sv search aux l l′) ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ s♦♠♠❡t s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❧❡s
s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ l ❡t ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ l′✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (remove x l) ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡
s♦♠♠❡t x ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ l✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (rm n l) s✉♣♣r✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ l t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞♦♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡st n✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡♦ s❡❛r❝❤ ❛✉① ♥✬❡st ♣❛s str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛
❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✳ ❆✉ss✐ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❡♥s✉✐t❡
❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞é❝r♦ît ❜✐❡♥ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ tr♦✉✈❡ ✉♥✳
❋✉♥❝t✐♦♥ ♣❡♦ s❡❛r❝❤ ❛✉① ✭❧ ✿ ❧✐st ♥❛t✮ ✭❧✬ ✿ ❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮✮ ④♠❡❛s✉r❡ ❧❡♥❣t❤ ❧⑥ ✿ ❧✐st ♥❛t ✿❂
♠❛t❝❤ ❧ ✇✐t❤ ♥✐❧ ⇒ ♥✐❧
⑤ ⇒ ✭s✈ s❡❛r❝❤ ❛✉① ❧ ❧✬✮ ✿ ✿ ✭♣❡♦ s❡❛r❝❤ ❛✉① ✭r❡♠♦✈❡ ❡q ♥❛t ❞❡❝ ✭s✈ s❡❛r❝❤ ❛✉① ❧ ❧✬✮ ❧✮
✭r♠ ✭s✈ s❡❛r❝❤ ❛✉① ❧ ❧✬✮ ❧✬✮✮
❡♥❞✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♣❡♦ s❡❛r❝❤ ✭❣ ✿ ❣r❛♣❤✮ ✿ ❧✐st ♥❛t ✿❂♣❡♦ s❡❛r❝❤ ❛✉① ✭✈❡rt✐❝❡s ❣✮ ✭❡❞❣❡s ❣✮✳
▲❡♠♠❛ ♣❡♦ ♣❡♦ s❡❛r❝❤ ✿ ∀ ✭❣ ✿ ❣r❛♣❤✮✱ ✭∃ ❧ ✿ ❧✐st ♥❛t✱ ♣❡♦ ❧ ❣✮ ⇒ ♣❡♦ ✭♣❡♦ s❡❛r❝❤ ❣✮ ❣✳
✹✳✹✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡
❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ tr♦✉✈é✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ t②♣❡ ❈❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ tr♦✉✈é ♥✬❡st ♣❛s ❝r♦✐ss❛♥t✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ r❡♥♦♠♠❡r
❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à ✉♥❡ ❧✐st❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✬❡♥t✐❡rs✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞♦✐t ❛✉ss✐ êtr❡ s♣é❝✐✜é❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r r❡♥♦♠♠❡r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❛♣rès q✉❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥
❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❛✐t été ré❛❧✐sé❡✳ ❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡st ♣ér✐❧❧❡✉s❡ ♠❛✐s ♣❡✉ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡st
♣❛s ❞ét❛✐❧❧é❡ ✐❝✐✳ P♦✉r ❧❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ s❡ r❛♣♣♦rt❡r à ❧❛ ♣❛❣❡ ✇❡❜ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❝♦♠♣❧❡t✳
❯♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (s, c) ♦ù c r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ✭r❡♣rés❡♥té❡
♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r✮ ❛✛❡❝té❡ ❛✉ s♦♠♠❡t s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❝♦♥str✉✐t ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥
❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞✉ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❆✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
s♦♠♠❡t✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❛✛❡❝té❡s ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞é❥à ❝♦❧♦rés ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r
❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✉ s♦♠♠❡t ❝♦✉r❛♥t✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ st♦❝❦❡r ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡✉r ❝♦❧ q✉✐
❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé ♣❛r ❧❛ ❧✐st❡ ✈✐❞❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (get available color g x col) ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❛♥s ❧❡
❣r❛♣❤❡ g ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦✉❧❡✉r ♥✬ét❛♥t ❛✛❡❝té❡ à ❛✉❝✉♥ ✈♦✐s✐♥ ❞✉ s♦♠♠❡t x ♣❛r ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡
❝♦❧✳
❋✐①♣♦✐♥t ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❛✉① ✭❣ ✿ ❣r❛♣❤✮ ✭❧ ✿ ❧✐st ♥❛t✮ ✭❝♦❧ ✿ ❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮✮ ④str✉❝t ❧⑥ ✿
❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮ ✿❂
♠❛t❝❤ ❧ ✇✐t❤ ♥✐❧ ⇒ ❝♦❧
⑤ ① ✿ ✿ ❧✑ ⇒ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❛✉① ❣ ❧✑ ✭✭①✱ ❣❡t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦❧♦r ❣ ① ❝♦❧✮ ✿ ✿ ❝♦❧✮
❡♥❞✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ✭❣ ✿ ❣r❛♣❤✮ ✿❂ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❛✉① ❣ ✭✈❡rt✐❝❡s ❣✮ ♥✐❧✳
✹✳✺✳ Pr♦♣r✐étés ♣r♦✉✈é❡s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é ❡♥ ❈♦q ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❝♦❧♦r❛t✐♦♥✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s
tr✐❛♥❣✉❧és✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ ✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❡st ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡✳
✹✷
❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣❛r ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡
■❧ ét❛❜❧✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡ g✱ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡
❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ g✳ ❯♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t
✐s ❝♦❧♦r✐♥❣✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❝♦❧ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ g✳ ❙♦✐t k t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡ ❝♦❧ s♦♥t ♥✉♠ér♦té❡s
❞❡ 1 à k✳ ❆❧♦rs✱ ❝♦❧ ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉t s♦♠♠❡t ❞❡ g ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦✉❧❡✉r
❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ 1 ❡t k ✭❧✐❣♥❡s (1) à (3)✮✱ ❡t s✐ t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡
❡st ❝♦❧♦ré ♣❛r ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐st✐♥❝t❡s ✭❧✐❣♥❡ (4)✮✳
■♥❞✉❝t✐✈❡ ✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ ✿ ❣r❛♣❤ → ❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮ → Pr♦♣ ✿❂
❝♦❧♦r✐♥❣ ❝♦♥s ✿ ∀ ✭❣ ✿ ❣r❛♣❤✮ ✭❝♦❧ ✿ ❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮✮✱
✭✶✮ ✭∀ ✭① ✿ ♥❛t✮✱ ■♥ ① ✭✈❡rt✐❝❡s ❣✮ ⇔ ∃ ❝✱ ■♥ ✭①✱❝✮ ❝♦❧✮⇒
✭✷✮ ♥♦ ❢st ❞✉♣ ❝♦❧⇒
✭✸✮ ✭∀ ✭① ❝① ✿ ♥❛t✮✱ ■♥ ✭①✱❝①✮ ❝♦❧ ⇒ ✶ ≤ ❝①✮⇒
✭✹✮ ✭∀ ✭① ② ❝① ❝② ✿ ♥❛t✮✱ ■♥ ✭①✱②✮ ✭❡❞❣❡s ❣✮⇒ ■♥ ✭①✱❝①✮ ❝♦❧⇒ ■♥ ✭②✱❝②✮ ❝♦❧⇒ ❝② 6= ❝①✮⇒
✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ ❣ ❝♦❧✳
▲❡♠♠❛ ✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ✿ ∀ ✭❣ ✿ ❣r❛♣❤✮✱ ✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ ❣ ✭❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❣✮✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ✈❛❧✐❞♦♥s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❧❡s ❝♦❧♦r❛t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❡①t❡r♥❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✉t✐❧✐sé✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ g✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❝♦❧ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ✉♥ s♦❧✈❡✉r
❡①t❡r♥❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✈ér✐✜❡r ❡♥ ❈♦q ❧❡ ❧❡♠♠❡ is coloring g col ✳ ◆♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐été
q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ ❞❛♥s ❈♦♠♣❈❡rt✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡✳ ❙♦✐t ♠② ♣❡♦
❧✬♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❛②❛♥t été tr♦✉✈é✱ ❡t ♠② ❝❤♦r❞❛❧ ❣♣❤ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é ✭❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡ t②♣❡ ❈❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤✮ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠② ♣❡♦ ❛♣rès r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡
✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ r❡♥❛♠✐♥❣ ét❛❜❧✐t q✉❡ s✐ col ❡st ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é my chordal graph✱
❛❧♦rs ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ col ❡st ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
my graph✳ ❉❛♥s ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ coloring renaming ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ r❡♥♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡
rét❛❜❧✐r ❧❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳
▲❡♠♠❛ ✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ r❡♥❛♠✐♥❣ ✿ ∀ ✭❝♦❧ ✿ ❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮✮✱
✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ ♠② ❝❤♦r❞❛❧ ❣♣❤ ❝♦❧ ⇒
✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ ♠② ❣r❛♣❤ ✭❝♦❧♦r✐♥❣ r❡♥❛♠✐♥❣ ❝♦❧ ✭r❡✈ ♠② ♣❡♦✮✮✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ét❛❜❧✐t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡✳ ▲✬♦♣t✐♠❛❧✐té
❝♦♥s✐st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ t♦✉t❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✉t✐❧✐s❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs q✉❡
❝❡❧❧❡ r❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r
t♦✉t❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝♦✉❧❡✉r r❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛① ❝♦❧♦r r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❞❡✉①✐è♠❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ✭❞♦♥❝ ✐❝✐
❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥✮✳
▲❡♠♠❛ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✿ ∀ ✭❝♦❧ ✿ ❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮✮✱
✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ ♠② ❣r❛♣❤ ❝♦❧→
♠❛① ❝♦❧♦r ✭❝♦❧♦r✐♥❣ r❡♥❛♠✐♥❣ ✭❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♠② ❝❤♦r❞❛❧ ❣♣❤✮ ✭r❡✈ ♠② ♣❡♦✮✮✳
≤ ♠❛① ❝♦❧♦r ❝♦❧✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❬❲❡s✵✵❪ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❙✐ (x1, . . . xn(G)) ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞❡ G✱ ❡t s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts
(xn(G), . . . x1) ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✳
❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é ❡t x ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞❡ G✳ ❙♦✐t i ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
{1, . . . n(G)}✳ x ét❛♥t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧✱ xi ❡st ✉♥ s♦♠♠❡t s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t
♣❛r ④xi, . . . xn⑥ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞é❥à ❝♦❧♦rés ❡t xi✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t
♣❛r xi ❡t s❡s ✈♦✐s✐♥s ❞é❥à ❝♦❧♦rés ❡st ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✳ ❙♦✐t ti ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧✐q✉❡✳ ▲❛ ❝♦✉❧❡✉r ❛✛❡❝té❡ à
xi ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ti✳ ❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ét❛♥t ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝♦✉❧❡✉r
✹✸
❇❧❛③② ✫ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ✫ ❙♦✉t✐❢
✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝❧✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
χ(G) ≤ ω(G)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✐♥✈❡rs❡ ❡st é✈✐❞❡♥t❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✉t ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♣♦✉r
❝♦❧♦r❡r G q✉❡ ♣♦✉r ❝♦❧♦r❡r s❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝❧✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ χ(G)
❡t ω(G) ❡t ❞♦♥❝ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡✳
◆♦tr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❈♦q r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✵✵✵ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡✳ ▲❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s é♥♦♥❝és
❞❡s ♣r❡✉✈❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✹✪ ❡t ✶✷✪ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ❊♥✈✐r♦♥ ✸✻✵ ❧❡♠♠❡s ♦♥t été
♣r♦✉✈és✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❛ été ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s
♦r❞r❡s s✉r ❝❡s str✉❝t✉r❡s✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❈♦q ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❈❛♠❧ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é✳ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❡
✹✵✵ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❈❛♠❧✳
❈❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❈♦q ❛ été ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ♥♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s été ❝♦♥❢r♦♥té à ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❞✉ t②♣❡✉r ❞❡ ❈♦q✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✉r ❝❡rt❛✐♥s ❧❡♠♠❡s✱ ❈♦q ♣❛ss❛✐t ❞❡ ✸✵ à ✻✵ ♠✐♥✉t❡s à ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✭❧❛ ❧✐❣♥❡
◗❡❞✳✮✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❛ ♣rés❡♥té ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡♥ ❈♦q ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①❛❝t ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞é❞✐é à ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❞✉ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❝❡rt✐✜é ❈♦♠♣❈❡rt✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿ ✶✮ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és✱ ❡t ✷✮ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡rs q✉✐ ❡st rés♦❧✉❡ ♣❛r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❡①t❡r♥❡ ❡t ❞♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t
❡st ✈❛❧✐❞é ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳
❆✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡tt❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t à s♣é❝✐✜❡r ❡♥ ❈♦q ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✈✐❛ ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞é❞✐é❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♠♣t♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✮✱ q✉✐ s❡r❛✐t
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Case 7014, 75205 Paris cedex 13
samuel.mimram@ens-lyon.org
Résumé
La génération et la manipulation de flux audio – pour une radio web par exemple – est une
tâche complexe, difficilement réalisable à l’aide des langages de programmation habituels. Nous
présentons dans cet article un langage fonctionnel fortement typé appelé Liquidsoap qui offre
des abstractions confortables pour décrire la construction de flux élaborés. Il se démarque par
sa souplesse d’utilisation et la richesse des possibilités qu’il offre : de l’utilisation de divers types
d’entrées (fichiers audio, micro, requêtes d’utilisateurs) que l’on peut sélectionner dynamiquement
(selon la disponibilité ou encore l’horaire) à la gestion des transitions entre morceaux et autres
traitements audio. La nécessité d’avoir un langage riche et abordable nous a amenés à introduire
une variante du λ-calcul typé, avec étiquettes et arguments optionnels, dont la portée va au delà
du domaine du traitement audio.
Avec l’avènement des réseaux à haut débit, il est maintenant possible de diffuser rapidement de
grandes quantités de données à travers le monde. Ainsi, de nombreuses radios web ont pu voir le jour
et diffusent en continu divers contenus sonores par le biais d’Internet. Il n’existait cependant pas de
langage simple et expressif permettant de construire les flux audio de ces radios.
Au premier abord, la génération d’un flux continu de données audio peut sembler être une tâche
simple à réaliser : il suffit de lire bout à bout des fichiers audio. Cependant, sa mise en pratique se
heurte rapidement à certaines difficultés.
– Ces difficultés sont d’abord d’ordre purement technique : les fichiers audio sont stockés sous
divers formats (il faut les convertir en un format uniforme), sur divers serveurs (il faut des outils
gérant les protocoles utilisés), etc.
– Ensuite, la gestion des listes de lecture, ou playlists, s’avère complexe : on veut pouvoir choisir
un morceau correspondant à certains critères (le titre, l’artiste, le genre, etc.) dans une base
de données, ces critères dépendant de l’horaire (on veut jouer de la musique douce le matin
et plus dansante le soir), on veut aussi pouvoir avoir des interventions en direct lors de plages
horaires réservés aux animateurs, insérer régulièrement des messages rappelant le nom de la
radio (jingles), etc.
– Enfin, il faut pouvoir traiter le son provenant des fichiers audio afin de le rendre uniforme et
agréable à l’écoute : il faut à la fois appliquer des effets audio sur le son (en particulier normaliser
et compresser le son afin d’avoir un volume moyen constant), gérer l’enchâınement entre les
morceaux (par exemple, appliquer un fondu enchâıné entre les chansons), éviter les blancs, etc.
Il existait déjà plusieurs logiciels qui permettent de gérer des radios. Les solutions les plus
professionelles (Master Control, WinRadio, Open Radio ou encore Rivendell) sont des applications
graphiques intégrant la gestion de la grille de diffusion, le contrôle des points de transitions entre
fichiers, le décrochage vers une émission en direct et enfin la diffusion. D’autres applications plus
spécialisées et légères, ont une interface en mode console et sont plus adaptées à un fonctionnement
complètement automatisé sur un serveur. Ces derniers générateurs de flux (par exemple Ices ou
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EzStream) offrent des possibilités limitées à la diffusion d’une suite de fichiers sans transitions ou
d’un flux en provenance de la carte son. Ils sont cependant très utilisés dans la communauté open-
source, notamment dans le système Mediabox 404 qui offre une interface web conviviale permettant
de gérer une grille de diffusion et le décrochage vers les émissions en direct. Dans tous les cas on
remarque que la génération du flux se fait selon un schéma rigide : l’ordre dans lequel les opérations
sont effectuées est fixe. Ces outils ne sont par conséquent plus utilisables dès que l’on sort du cadre
pour lequel ils ont été conçus.
La conception d’un langage applicatif dédié, fournissant des opérations élémentaires sur des valeurs
représentant les flux, offre un cadre de développement riche ainsi qu’un moyen simple et expressif
pour l’utilisateur de décrire sa configuration. Nous présentons ici le langage Liquidsoap [5], une
implémentation de cette idée en OCaml [7]. Cet outil offre de larges possibilités et est d’ores et déjà
utilisé avec succès en production par des webradios [1, 2] ou encore pour expérimenter de nouvelles
méthodes de diffusion, par exemple fondées sur le recoupement des habitudes musicales de groupes
d’auditeurs [4].
L’une des contraintes majeures qu’un tel langage doit respecter, au delà de celles induites par la
manipulation de flux audio, est liée à la nature des utilisateurs potentiels : les personnes susceptibles
de vouloir créer des radios sur internet sont loin d’être toutes des programmeuses chevronnées. Nous
avons donc conçu le langage de sorte qu’il soit abordable et simple d’utilisation. En particulier, le grand
nombre de paramètres dont peuvent dépendre les opérations du langage nous a amené à introduire
un calcul avec étiquettes (ce qui permet à l’utilisateur de ne pas avoir à se souvenir de l’ordre des
arguments) et arguments optionnels (permettant de spécifier des valeurs par défaut pour les arguments)
ainsi qu’un système de types pour ce calcul, qui sont deux contributions originales de cet article. Ce
calcul n’est pas spécifique au traitement de l’audio et peut être réutilisé dans d’autres domaines où
la simplicité du langage passe avant la nécessité d’une compilation efficace, par opposition avec les
calculs développés par Aı̈t-Kaci, Garrigue et Furuse [3, 9].
Nous abordons dans cette article deux aspects fondamentaux de la conception de Liquidsoap. Nous
commençons par présenter les abstractions fournies dans le langage en illustrant les possibilités qu’elles
offrent et nous discutons de l’adéquation entre ces abstractions et l’implémentation. Dans un second
temps, nous formalisons le calcul sous-jacent au langage de programmation ainsi qu’un système de
types adapté.
1. Un langage de manipulation de flux audio
Notre présentons ici la méthodologie et les concepts généraux importants qui sous-tendent le
langage. Nous nous sommes efforcés d’être synthétiques, le lecteur pourra trouver plus de détails
pratiques sur le site dédié au langage [5]. Il est cependant intéressant de donner tout d’abord une
rapide idée de l’ampleur du développement qui a été nécessaire pour implémenter ce langage.
Le développement de Liquidsoap a été effectué au sein d’un projet appelé Savonet qui, outre le
langage de programmation Liquidsoap lui-même, contient des librairies en OCaml interfaçant des
libraires C préexistantes qui permettent de décoder et d’encoder des fichiers audio aux formats
Ogg/Vorbis, mp3 et aac, d’appliquer des effets audio (greffons ladspa pour les effets audio, samplerate
pour changer la fréquence d’échantillonage, etc.), de communiquer avec les cartes son (librairies ao,
alsa et portaudio), avec des programmes externes (jack), ou d’envoyer le flux audio à un serveur
d’émission audio utilisant le protocole shoutcast (Icecast par exemple). D’autres programmes de
Savonet permettent de créer une base de données des fichiers audio disponibles sur un réseau ou de
gérer les requêtes d’utilisateurs via un site web ou un bot irc – on peut par exemple dire « mets de
la techno » sur un forum de messagerie instantanée et une chanson de techno, trouvée dans la base
de donnée, sera diffusée sur la radio.
Le projet dans son ensemble comporte plus de 50 000 lignes de code dont 40 000 sont écrites en
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OCaml, et 8 000 en C. Le langage Liquidsoap lui-même comporte 25 000 lignes en OCaml. Malgré
le lourd travail d’interfaçage de librairies C, le choix d’OCaml semble avoir été fortement positif :
l’expressivité et les capacités d’abstraction offertes par le langage nous ont permis de structurer
fortement Liquidsoap, de le maintenir et de l’étendre à moindre coût. En particulier, l’utilisation
intensive de la programmation objet nous a permis une grande simplicité et extensibilité de la
conception des opérations sur les flux.
1.1. Génération de flux audio dans Liquidsoap
Un programme Liquidsoap construit des générateurs de flux audio : les sources. Une source peut
être décrite par un graphe orienté acyclique, dont les sommets sont appelés opérateurs. Les sommets
initiaux de ce graphe génèrent un flux à partir d’un fichier audio, d’une liste de lecture ou encore d’un
microphone. Les sommets internes correspondent à des manipulations opérées sur les flux produits
par les sources filles, par exemple la superposition de ces flux, ou le choix entre l’un d’entre eux en
fonction de certains paramètres comme l’horaire ou encore l’application d’un effet audio. Les sommets
terminaux n’ont typiquement qu’une entrée, et transmettent par exemple leur flux à un serveur de
diffusion sur Internet ou à une carte son. Les opérateurs, en plus de dépendre d’autres sources décrites
dans le graphe, peuvent dépendre de valeurs données en paramètres (booléens, entiers, flottants,
fonctions, etc.).
À partir d’un tel graphe, décrit par un programme Liquidsoap, un flux audio est généré par blocs
de données audio. Régulièrement, un bloc est décodé à partir d’une source, des opérateurs procèdent à
diverses manipulations sur ce bloc, puis il est encodé dans un format compressé avant d’être transmis
à un serveur qui se charge de diffuser le flux aux auditeurs. Par exemple, le programme suivant lit des
morceaux dans une liste de lecture appelée liste puis applique une normalisation de volume et enfin
envoie le flux à un serveur de diffusion :
l = playlist("liste")
s = normalize(l)
output.icecast.vorbis(host="www.radio.com", name="ma_radio", s)
Le graphe induit par ce script est :
playlist // normalize // output.icecast.vorbis
Il nous faut enrichir la notion de flux audio pour pouvoir décrire les configurations usuellement
rencontrées. D’une part, certaines sources ne sont pas disponibles en permanence, c’est-à-dire qu’elles
ne sont pas tout le temps prêtes à générer des données. Par exemple, une source jouant des requêtes
d’auditeurs n’est disponible que s’il y a effectivement des requêtes. Lorsque ce n’est pas le cas, il faut
pouvoir jouer à la place le flux provenant d’une autre source, typiquement une liste de lecture. Si la
source de requêtes devient disponible à nouveau, on ne veut en général pas interrompre le morceau
en cours mais attendre qu’il soit terminé avant de jouer la nouvelle requête. Il faut donc d’autre part
introduire une notion de piste dans le flux qui permette de délimiter les portions faisant partie d’un
même morceau.
Liquidsoap permet ainsi de décrire des opérateurs plus complexes comme l’opérateur de choix par
défaut fallback, qui prend en argument une liste de sources et produit en sortie une piste de la
première source disponible, puis à la fin de celle-ci une nouvelle piste de la première source disponible
à ce nouvel instant et ainsi de suite. Il permet de réaliser ainsi notre exemple :
f = fallback([request.queue(), playlist("liste")])
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Le graphe sous-jacent à ce programme est :
request.queue // fallback //
playlist
66nnnnnnnnnnnnn
Le langage permet de construire des sources encore plus élaborées. Nous présentons dans la section
suivante l’exemple de l’utilisation des transitions entre pistes, car elle nous semble être une bonne
illustration de l’expressivité du langage et motive son caractère fonctionnel.
1.2. Les transitions
L’opération de fondu enchâıné consiste à faire varier progressivement le volume de 0% à 100%
(resp. de 100% à 0%) en début (resp. en fin) de piste. Le fondu enchâıné et croisé consiste de plus à
superposer une portion de la fin d’une piste avec le début de la précédente. Cet effet est communément
utilisé pour rendre l’écoute plus agréable. De nombreux paramètres sont à prendre en compte : la durée
du fondu en début et en fin de piste, la durée de la superposition ou le type de fondu (linéaire ou
logarithmique par exemple), etc. De plus, on veut parfois adapter ces paramètres en fonction des
volumes sonores, par exemple pour éviter de masquer un début de piste doux en le mixant avec une
fin bruyante. Enfin, il est aussi fréquent d’ajouter un jingle durant la transition.
Une solution élégante et générale pour traiter tous ces cas est de décrire une transition par une
fonction, qui prend en argument deux sources représentant les pistes à combiner et retourne une source
qui est le résultat de la transition. Les opérations usuelles sur les flux sont alors à la disposition de
l’utilisateur pour décrire sa transition.
Par exemple, le code suivant permet d’effectuer une transition simple entre deux pistes consécutives
d’une source s :
s = fade.out(duration=3., s)
s = fade.in(duration=2., s)
fader = fun (a,b) -> add([a,b])
cross(duration=2., fader, s)
Dans ce programme, l’opérateur fade.out applique une diminution de volume linéaire durant les trois
dernières secondes d’une piste, pour arriver au volume nul ; l’opérateur fade.in agit similairement mais
en début de piste. La seconde définition de s masque la première, le = de la syntaxe concrète étant à lire
comme un let dont le in est implicite. La fonction fader est ensuite définie pour décrire comment
va se faire la transition entre les pistes. Son premier paramètre sera un tronçon de flux à croiser
en fin de piste, le second paramètre correspondra au flux commençant à la piste suivante. Ici, on se
contente de superposer les deux pistes grâce à l’opérateur add mais on aurait aussi pu ajouter un jingle
durant la transition en utilisant la fonction fader = fun (a,b) -> add([a,once(jingles),b]).
Enfin, l’opérateur cross va jouer le flux en appliquant la transition à chaque changement de piste : à
deux secondes de la fin d’une piste, la fonction de transition est utilisée pour calculer l’enchâınement
des pistes. Graphiquement, après la première et la deuxième ligne du script, le volume de deux pistes
consécutives sera respectivement :
100
0
volume (%)
temps (s)
piste n piste n + 1
100
0
volume (%)
temps (s)
piste n piste n + 1
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Enfin, à la fin du script, après l’utilisation de l’opérateur cross, l’enchâınement entre pistes sera
schématiquement :
100
0
volume (%)
temps (s)
piste n piste n + 1
L’opérateur cross doit fournir en même temps à sa fonction fader des données provenant de la
même source s mais correspondant à des instants différents dans le flux. Il doit donc récupérer en avance
et stocker les données à superposer. Si un autre opérateur t accédait à la source s, il faudrait stocker
ses anciennes données pour pouvoir fournir des réponses cohérentes à t. Sans hypothèse simplificatrice,
ceci est irréalisable : la quantité de données à stocker crôıt sans cesse. Dans Liquidsoap, on choisit
d’exclure complètement cette possibilité : aucune des sources en amont d’un opérateur cross ne doit
être accédée par un autre opérateur. Malheureusement, c’est encore à l’utilisateur de vérifier cette
condition, en attendant une extension adéquate du système de types (cf. Section 3.2).
Pour finir, notons que cette représentation des transitions motive pleinement la conception de
Liquidsoap comme un langage fonctionnel : contrairement à de nombreux langages spécialisés (Domain
Specific Languages), la notion de fonction est essentielle dans Liquidsoap. En effet, on ne peut pas
éliminer les fonctions par une première passe d’évaluation partielle, car leur exécution est étroitement
liée au processus infini de génération de flux.
1.3. Granularité, efficacité et partage
Nous avons décrit un système expressif pour construire un flux, en composant des opérations
élémentaires prédéfinies. Nous discutons ici de l’écart entre la notion abstraite de flux que l’utilisateur
manipule, et son implémentation.
Précisons le cadre dans lequel se situe Liquidsoap, ses objectifs, sa granularité, par comparaison avec
les langages synchrones [6] dans lesquels l’évaluation se fait régulièrement, et de façon théoriquement
instantanée, à chaque tic d’une horloge globale. Il existe de tels langages dédiés à la synthèse audio,
ChucK [10] ou StreamIt [11] par exemple. Ces langages offrent une granularité très fine : ils permettent
à l’utilisateur un contrôle précis du flux, au niveau de l’échantillon. La synthèse sonore s’effectue
échantillon par échantillon, en exécutant périodiquement le programme saisi par l’utilisateur. Une
telle richesse n’est ni nécessaire ni souhaitable dans notre cas. Le créateur de radio web n’a pas besoin
d’implémenter un nouvel algorithme de synthèse sonore ou un filtre innovant ; il n’en a en général
d’ailleurs pas les capacités techniques et préfère en tout cas s’abstraire de ces détails de bas niveau.
Liquidsoap offre donc une granularité plus grossière : le langage ne donne pas accès aux flux mais traite
ceux-ci comme des objets complètement abstraits. L’exécution du programme crée essentiellement une
source en assemblant des bôıtes noires dont le comportement est programmé en OCaml et non pas
dans le langage Liquidsoap. La synthèse du flux audio n’a lieu que dans un second temps, une fois la
source créée, et n’implique (presque) plus l’évaluation du programme Liquidsoap saisi par l’utilisateur.
La simplicité d’utilisation n’est cependant pas l’unique motivation de la conception de Liquidsoap
qui est aussi guidée par une recherche d’efficacité. En effet, la majeure partie des calculs est ainsi
effectuée en OCaml qui est un langage efficacement compilé, mais surtout le niveau d’abstraction
permet un traitement du flux optimisé en interne. Au lieu de calculer le flux échantillon après
échantillon, les opérations définies en OCaml vont pouvoir travailler directement avec des blocs
d’échantillons, c’est-à-dire un tableau d’échantillons consécutifs de taille fixe. Ceci évite de nombreuses
copies de données et est crucial pour les performances : par exemple, en passant d’une taille de bloc
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de 1 à 10 échantillons on constate une accélération d’un facteur 5, puis encore de 2 en passant de 10
à 100.
Cependant, cette optimisation des copies a une conséquence sur le flux calculé. Il se peut qu’à un
instant donné un opérateur demande à une de ses sources filles de remplir un bloc d’échantillons à partir
d’une position quelconque qui n’est pas nécessairement au début du bloc. Par exemple, un opérateur
de choix par défaut fallback va, si l’une de ses sources se tarit, finir de remplir un bloc avec une autre
source. On rappelle par ailleurs que le graphe décrivant un flux n’étant pas nécessairement un arbre,
une même source S peut être partagée par deux opérateurs A et B. En général, il est impossible pour
S de savoir au début d’un instant lequel de ces opérateurs va effectivement lui réclamer des données,
car cela dépend notamment des données générées par les autres sources dans le même instant. La
source S doit donc se préparer à tous les scénarios. À un instant donné, A peut lui demander de
remplir un bloc, à partir du milieu. Puis, dans le même instant, B peut demander à S des données,
cette fois à partir du début d’un bloc. Or, S doit produire des résultats cohérents : même un décalage
d’un demi-bloc entre les flux envoyés à A et B est intolérable, par exemple dans le cas où ces flux sont
ensuite combinés. La source S se voit donc contrainte de générer un bloc complet, et d’en copier la
seconde moitié pour A. Si B réclame effectivement des données, on pourra les copier à partir de notre
bloc complet. Sinon, on aura généré un début de bloc inutile, ce qui crée une légère différence entre le
flux qui aurait été produit par un traitement échantillon par échantillon.
Afin de minimiser cet écart entre l’implémentation et l’abstraction que l’utilisateur manipule, on
doit chercher à limiter les effets du partage, c’est-à-dire détecter le plus finement possible les points
de partage potentiel. Par ailleurs, cela entraine une limitation des copies de blocs, donc encore une
optimisation – cette fois sans effet sur le résultat. La détection du partage devient plus délicate en
présence de transitions, mais nous ne la détaillerons pas ici.
2. Un langage de programmation étiqueté
L’utilisation d’un langage de programmation fonctionnel pour décrire les graphes de configuration
apparait naturellement, les flux étant construits à l’aide d’opérateurs ayant plusieurs entrées et au
plus une sortie. De plus, cela permet de décrire de façon élégante des constructions complexes comme
les transitions (voir Section 1.2). Enfin, l’application partielle s’est aussi révélée être pratique pour
factoriser le code, y compris au sein de scripts simples.
Nous avons voulu un langage fortement et statiquement typé. La garantie d’absence d’erreur à
l’exécution que cela apporte nous semble d’autant plus importante ici que les scripts sont amenés à
fonctionner pendant de très longues durées sans maintenance : il serait malheureux qu’une coquille
dans le code d’une transition spécifique au troisième dimanche du mois provoque l’arrêt de toute la
diffusion. D’autre part, le typage fournit un support utile à la documentation, comme on peut le voir
pour l’opérateur cross, déjà rencontré à la Section 1.2 :
$ liquidsoap -h cross
Generic cross operator, allowing the composition of the N last seconds of a track
with the beginning of the next track.
Type: (?duration:float, ((source, source)->source), source)->source
Parameters:
* duration :: float (default 5.) Duration of the composition (s).
* (unlabeled) :: (source, source)->source Transition function.
* (unlabeled) :: source
Les opérateurs prédéfinis de Liquidsoap dépendent souvent de nombreux paramètres. Par exemple,
la sortie la plus couramment utilisée, qui envoie le flux encodé au format Ogg/Vorbis à un serveur de
diffusion, dépend de vingt paramètres. Pour que le langage reste attractif et utilisable simplement, nous
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avons donc été conduits à utiliser des arguments étiquetés, ce qui évite d’avoir à se souvenir de l’ordre
des arguments. De plus, de nombreux paramètres ayant des valeurs par défaut raisonnables, nous
avons ajouté la possibilité d’avoir des arguments optionnels, qui permettent d’utiliser les valeurs par
défaut quand aucune valeur n’a été spécifiée. Ainsi, dans l’exemple précédent, le paramètre spécifiant
la durée de la superposition est étiqueté duration et est optionnel, avec comme valeur par défaut 5
secondes.
2.1. Un langage orienté vers la simplicité
Plusieurs articles établissent les fondations d’un λ-calcul avec étiquettes [3] et arguments
implicites [9], et ont mené à l’implémentation de ces traits dans le langage OCaml. Avant d’introduire
le calcul avec étiquettes et arguments implicites utilisé dans Liquidsoap, mentionnons brièvement
pourquoi nous avons trouvé utile de nous démarquer de [9], en soulignant les difficultés que posent
ce genre de calculs. Les auteurs de cet article s’attachent à la compilation efficace du langage, ce qui
entrâıne certaines restrictions peu naturelles pour l’utilisateur non averti. Par exemple en OCaml, les
arguments étiquetés ne commutent pas toujours :
# let app f = f ~a:1 ~b:2 ;;
val app : (a:int -> b:int -> ’a) -> ’a = <fun>
# app (fun ~b ~a -> a+b) ;;
This function should have type a:int -> b:int -> ’a
but its first argument is labeled ~b
Dans la même optique, les auteurs souhaitent implémenter les arguments optionnels comme un « sucre
syntaxique typé » : après une première phase de typage, le code appliquant les valeurs par défaut
est ajouté implicitement lorsque tous les paramètres obligatoires sont déja appliqués. Ceci limite les
abstractions sur une fonction prenant un argument implicite. Considérons par exemple la fonction fun
f x -> f x. Avec le type (’a -> ’b) -> ’a -> ’b, inféré par OCaml, cette fonction sera compilée
sans prendre en compte la possibilité d’arguments optionnels à substituer implicitement dans f, et
le système de types interdira de passer une fonction avec un argument optionnel. En revanche, si
on force le type de f à être par exemple ?a:int -> int -> int, la fonction sera compilée pour
implicitement substituer l’argument étiqueté a, mais n’acceptera plus de fonction sans argument
implicite. Dans [9], les auteurs obtiennent un système de type et un algorithme qui infère des types
principaux (cf. Section 2.4), mais ils doivent pour cela interdire toute abstraction sur une fonction
avec argument implicite.
En présence d’arguments optionnels, on notera le besoin de distinguer entre les applications
successives d’une fonction à des arguments et la multi-application d’une fonction à des arguments
c’est-à-dire l’application de la fonction à plusieurs arguments simultanément. Ceci est nécessaire pour
contrôler le moment où les arguments optionnels sont implicitement appliqués. L’exemple suivant le
montre avec OCaml :
# let f ?(a=false) () = a ;;
val f : ?a:bool -> unit -> bool = <fun>
# f () ~a:true ;;
- : bool = true
# (f ()) ~a:true ;;
This expression is not a function, it cannot be applied
Cependant, la multi-application d’OCaml ne peut être vide (0-aire) : on ne peut pas appliquer une
fonction de type ?l:t -> t’ à « rien » pour obtenir un terme de type t’, calculé en substituant
l’argument optionnel par sa valeur par défaut dans le corps de la fonction. Dans ce cas l’argument
optionnel est ineffaçable, c’est-à-dire que la valeur par défaut ne peut jamais être utilisée.
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Dans notre approche, l’efficacité passe après la simplicité d’utilisation, car les réductions dans
le langage prennent généralement un temps négligeable devant les traitements audio. Cela nous a
amenés à introduire un calcul légèrement différent de [9]. Nous nous proposons de plus de considérer
une notion de multi-abstraction, une approche qu’il parâıt naturel d’explorer, par symétrie avec la
multi-application. Le système obtenu n’est peut-être pas compilable efficacement, mais sa sémantique
est intuitive, et son interprétation simple.
Nous allons donc formaliser un calcul et un système de types originaux. On notera que le cœur du
langage n’est pas spécifique au traitement audio et pourrait être réutilisé dans d’autres domaines.
2.2. Termes du langage
On se donne un ensemble L d’étiquettes et un ensemble V de valeurs de base. En pratique dans
Liquidsoap, l’unité, les booléens, les entiers, les flottants et les châınes de caractères font partie des
valeurs de base, mais aussi les sources et les requêtes. On note X l’ensemble des variables. Les termes
sont définis inductivement par la grammaire suivante :
M ::= v (1)
| x (2)
| let x = M in M (3)
| λ{. . . , li : xi, . . . , lj : xj = M, . . .}.M (4)
| M{l1 = M, . . . , ln = M} (5)
La multi-application (5) est l’application simultanée d’une fonction à plusieurs arguments étiquetés par
des li ∈ L. La multi-abstraction (4) abstrait simultanément sur plusieurs arguments en les étiquetant
1
par li ∈ L et en précisant pour certains arguments une valeur par défaut. La notation compacte
utilisée dans (4) dénote une liste d’arguments quelconque, sans contrainte sur la position relative
des arguments avec et sans valeur par défaut. Toujours dans la multi-abstraction, on supposera
les xi deux-à-deux distincts
2. Les arguments pour lesquels une valeur par défaut est donnée sont
appelés optionnels, dans le cas contraire ils sont obligatoires. On dira enfin qu’un groupe de liaisons
Γ = {. . . , li : xi, . . . , lj : xj = Mj , . . .} est effaçable si toutes les liaisons qu’il contient sont optionnelles
(en particulier, l’ensemble vide est effaçable). Dans la multi-abstraction λ{Γ}.M , les variables xi sont
liées dans M , mais pas dans les valeurs par défaut Mj . Ceci permet de définir l’ensemble FV(M) des
variables libres d’un terme M ; lorsque cet ensemble est vide, le terme M est dit clos.
Nos termes sont considérés modulo la relation d’α-équivalence habituelle. On considérera aussi
que deux arguments d’étiquettes distinctes peuvent permuter au sein d’une même multi-abstraction3.
Formellement, cela revient à considérer les termes modulo la relation ≡ définie comme la plus petite
congruence satisfaisant :
λ{Γ, l : x, l′ : x′,∆}.M ≡ λ{Γ, l′ : x′, l : x,∆}.M
λ{Γ, l : x = N, l′ : x′,∆}.M ≡ λ{Γ, l′ : x′, l : x = N,∆}.M
λ{Γ, l : x = N, l′ : x′ = N ′,∆}.M ≡ λ{Γ, l′ : x′ = N ′, l : x = N,∆}.M



si l 6= l′ (6)
où Γ et ∆ sont des listes d’arguments étiquetés, optionnels ou pas. On pourra vérifier par ailleurs
que l’ajout de la relation similaire de permutation dans les multi-applications est compatible avec la
réduction du calcul.
1 On représente facilement les arguments non étiquetés, possiblement optionnels, en les étiquetant par une étiquette
particulière.
2 Mais deux étiquettes peuvent être égales, comme on le voit dans l’Exemple 2.
3L’implémentation dans Liquidsoap est légèrement différente, car elle permet de définir une valeur par défaut en
fonction des valeurs des arguments précédents. Les notions de liaison et de substitution tiennent alors compte de l’ordre
des arguments dans une multi-abstraction, mais la réduction se fait toujours modulo permutation. Cela complique
l’écriture du système mais ne change essentiellement rien.
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L’application d’une fonction λ{. . . , l : x, . . .}.M à un terme N sur l’étiquette l va provoquer une
substitution de la variable x par N dans le corps M , et la suppression de la liaison l : x dans
la multi-abstraction. Si à l’issue d’une multi-application aucun argument obligatoire ne subsiste, les
valeurs par défaut seront automatiquement substituées aux argument optionnels et la multi-abstraction
disparâıtra. Afin de formaliser ceci, on introduit la relation de substitution suivante :
x[M/x] = M
y[M/x] = y, si x 6= y
(let y = N in P )[M/x] = let y = N [M/x] in P [M/x]
(λ{. . . , li : yi, . . . , lj : yj = Nj , . . .}.P )[M/x] = λ{. . . , li : yi, . . . , lj : yj = Nj [M/x], . . .}.(P [M/x])
(N{. . . , li = Pi, . . .})[M/x] = N [M/x]{. . . , li = Pi[M/x], . . .}
Pour le cas du let on suppose y distinct de x et non libre dans M . De même pour la multi-abstraction,
on suppose que les variables yi sont distinctes de x et non libres dans M . La sémantique opérationnelle
de notre calcul est alors définie par les règles de réduction suivantes :
let x = M in N  N [M/x] (7)
(λ{
−−−−−−−−−−−−−→
li : xi, lj : xj = Mj ,Γ}.M){
−−−−→
li = Ni}  λ{Γ}.(M [
−−−→
Ni/xi]), si Γ est ineffaçable (8)
(λ{
−−−−−−−−−−−−−→
li : xi, lj : xj = Pj ,
−−−−−−−−→
l′k : yk = Mk}.M){
−−−−→
li = Ni}  M [
−−−→
Ni/xi,
−−−−→
Mk/yk] (9)
La notation vecteur ci-dessus désigne une liste de liaisons ou de substitutions. En particulier, la
notation
−−−−−−−−−−−−−→
li : xi, lj : xj = Mj représente une liste de liaisons dont certaines ont une valeur par défaut,
sans contrainte particulière sur la position de celles-ci dans la liste. De plus, M [
−−→
N/x] désigne une
séquence de substitutions. Dans la règle (8), on suppose que les variables xi, ainsi que les variables
liées par Γ, ne sont pas libres dans les Ni ; de même dans la règle (9), on supposera que les variables
xi et yk ne sont pas libres dans les Ni et Mk. Les règles (8) et (9) permettent de réduire l’application
d’une abstraction à un ensemble de paramètres étiquetés {
−−−−→
li = Ni}, ces arguments correspondant à
des paramètres optionnels ou obligatoires de l’abstraction. Dans les deux cas, les règles de réduction
provoquent la substitution, dans le corps de l’abstraction, des variables xi associées aux arguments
par la valeur du paramètre Ni, ignorant les valeurs par défaut des xi optionnels – Mi dans (8) et Pi
dans (9). Si des valeurs n’ont pas été assignées à tous les arguments obligatoires, c’est la règle (8)
qui s’applique, laissant l’abstraction en attente d’une autre application. Sinon, la règle (9) supprime
l’abstraction et substitue les variables associées aux arguments optionnels restants l′k : yk = Mk par
leur valeur par défaut.
Exemple 1. Le terme λ{l1 : x, l2 : y = 12, l3 : z = 13}.M , appliqué à {l3 = 3}, se réduit en
λ{l1 : x, l2 : y = 12}.M [3/z]. On notera que lors de cette réduction la valeur par défaut de z est
ignorée. Si on applique le résultat à {l1 = 1}, on obtient alors M [1/x, 12/y, 3/z] : la variable y a été
implicitement substituée par sa valeur par défaut.
Exemple 2. On retrouve dans ce calcul un phénomène similaire aux arguments ineffaçables d’OCaml.
Dans le terme λ{l : x = 3, l : y}.M , il est impossible de permuter les deux arguments. Ainsi, la première
application sur l’étiquette l désignera l’argument optionnel x : on est contraint de donner une valeur
à x avant de pouvoir en donner une à y et permettre la réduction (9). On préférera donc utiliser
deux étiquettes distinctes ou mettre l’argument optionnel en seconde position : λ{l : y, l : x = 3}.M .
Dans ce dernier cas, l’application d’un unique paramètre sur l désignera l’argument y et permettra la
réduction (9), la multi-application de deux paramètres sur l étant toujours possible si l’on veut aussi
spécifier une valeur pour x.
Proposition 1. Le calcul est confluent.
Dans la pratique, l’implémentation de Liquidsoap utilise une stratégie de réduction en appel par
valeur, ce qui a son importance, car certaines fonctions prédéfinies ont des effets de bord.
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2.3. Types
Nous décrivons maintenant un système de types pour nos termes. On se donne un ensemble A de
variables de type, un ensemble B de types de base (dans Liquidsoap, il y a par exemple un type de
base pour les sources), et une fonction T : V → B qui donne le type des valeurs élémentaires. Le type
flèche du λ-calcul devient ici une multi-flèche étiquetée :
t ::= ι
| α
| {. . . , li : ti, . . . , ?lj : tj , . . .} → t
Ci-dessus, on suppose ι ∈ B et α ∈ A. Les étiquettes annotées ?l dans la multi-flèche dénotent les
arguments optionnels. De même qu’avec la multi-abstraction, on considérera les types modulo une
permutation dans la multi-flèche définie de façon similaire à (6). La substitution t[t′/α] d’une variable
de type α ∈ A par un type t′ dans un type t est définie de façon habituelle.
On introduit du polymorphisme prénexe à la Damas-Milner [8], en se donnant la possibilité de
quantifier universellement sur une variable de type dans les schémas de type :
σ ::= t | ∀α. σ
Les règles de réduction introduisent la possibilité pour une fonction λ{Γ,∆}.M , dont les arguments
sont Γ,∆, de se comporter localement comme une fonction dont les arguments sont Γ et qui renvoie une
fonction dont les arguments sont ∆. Ceci est exprimé naturellement ici par la relation de sous-typage
suivante :
∆ ineffaçable
{Γ,∆} → t ≤ {Γ} → {∆} → t
∆ effaçable
{Γ,∆} → t ≤ {Γ} → t
t ≤ t
t ≤ t′ t′ ≤ t′′
t ≤ t′′
t ≤ t′ t′1 ≤ t1 · · · t
′
n ≤ tn
{. . . , li : ti, . . . , ?lj : tj , . . .} → t ≤ {. . . , li : t
′
i, . . . , ?lj : t
′
j , . . .} → t
′
Remarque 1. Il peut sembler naturel d’ajouter l’inéquation
{Γ, ?l : t,∆} → t′ ≤ {Γ, l : t,∆} → t′ (10)
à la définition de la relation de sous-typage, mais celle-ci est incompatible avec le calcul. En effet, la
fonction f := λ{l : x = 42}.x, qui a le type {?l : int} → int, ne se comporte pas comme un terme de
type {l : int} → int. Par exemple, elle ne peut être appliquée successivement à {} puis à {l = 12} :
dès la première application, elle se réduit en 42. En revanche, la fonction g := λ{l : x}.x, qui a le
type {l : int} → int, se réduit en elle-même quand on l’applique à {}, puis se réduit en 12 quand on
l’applique à {l = 12}.
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Les règles de typage de notre calcul sont :
Γ ⊢ v : T (v)
(Val)
Γ, x : ∀α1. . . .∀αn. t ⊢ x : t[t1/α1, . . . , tn/αn]
(Ax)
Γ ⊢M : t′ Γ, x : ∀α1. . . .∀αn. t
′ ⊢ N : t {α1, . . . , αn} = FV(t
′) \ FV(Γ)
Γ ⊢ let x = M in N : t
(Let)
Γ ⊢M : {. . . , li : ti . . . , ?lj : tj , . . .} → t Γ ⊢ N1 : t1 · · · Γ ⊢ Nn : tn
Γ ⊢M{. . . , li = Ni, . . . , lj = Nj , . . .} : t
(App)
Γ, . . . , xi : ti, . . . , xj : tj , . . . ⊢M : t · · · Γ ⊢Mj : tj · · ·
Γ ⊢ λ{. . . , li : xi, . . . , lj : xj = Mj , . . .}.M : {. . . , li : ti, . . . , ?lj : tj , . . .} → t
(Abs)
Γ ⊢M : t′ t′ ≤ t
Γ ⊢M : t
(Sub)
De même que dans [8], on limite l’introduction de schémas de type à la règle (Let) ; les schémas
sont éliminés par instantiation complète dans la règle (Ax). La règle (App) type la multi-application
d’une fonction à des arguments qui peuvent aussi bien se substituer à des paramètres optionnels
qu’obligatoires. Cette règle sera le plus souvent utilisée en conjonction avec (Sub) pour autoriser les
applications partielles et l’effacement des arguments optionnels. La règle (Abs) vérifie d’une part que
le corps de la fonction a le type promis si les arguments ont bien le type demandé, d’autre part que
les valeurs par défaut des arguments optionnels ont le bon type.
Exemple 3. La fonction f := λ{a : x, b : y, c : z = 42}.x admet le type {a : int, b : int, ?c : int} → int,
qui est un sous-type de {a : int} → {b : int, ?c : int} → int. On en déduit que la fonction
f ′ := f{a = 16} admet le type {b : int, ?c : int} → int. Ce dernier est un sous-type de {b : int} → int,
et par suite f ′{b = 69} est de type int. De fait, ce terme se réduit en 16.
Proposition 2 (Réduction du sujet). Si Γ ⊢M : t et M  M ′, alors Γ ⊢M ′ : t.
Lemme 1. Les dérivations de typage vérifient plusieurs propriétés usuelles, exprimées par
l’admissibilité des règles suivantes :
Γ ⊢M : t
Γ, x : σ ⊢M : t
(Weak)
Γ, x : t′ ⊢M : t Γ ⊢ N : t′
Γ ⊢M [N/x] : t
(Subst)
Γ, x1 : t1, . . . , xn : tn ⊢M : t t ≤ t
′ t′1 ≤ t1 · · · t
′
n ≤ tn
Γ;x1 : t
′
1, . . . , xn : t
′
n ⊢M : t
′ (Subst-Sub)
Proposition 3 (Terminaison). Si M est un terme tel que ⊢ M : t est dérivable alors toute suite de
réductions
M  M1  M2  . . .
est nécessairement finie.
En utilisant la Proposition 1, on en déduit que tout terme typé admet une forme normale.
2.4. Inférence de type
L’algorithme d’inférence utilisé dans Liquidsoap est l’algorithme W de Damas et Milner [8]
näıvement étendu à notre calcul pour prendre en compte les multi-abstractions et les multi-
applications, ainsi que les arguments étiquetés et optionnels.
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Notre algorithme étend strictement celui de Damas et Milner dans le sens suivant. Étant donnée
une étiquette l ∈ L, tout terme M de ML peut être vu comme un terme JMK dans notre langage par
l’interprétation définie par
JvK = v, JxK = x, Jλx.MK = λ{l : x}.JMK, JMNK = JMK{l = JNK}
et comme le morphisme attendu sur les constructions let. De même, on peut voir tout type t de ML
comme un type JtK de notre langage et ces deux interprétations sont injectives et compatibles avec la
réduction. On peut alors montrer que si t est le type d’un terme M de ML, inféré par l’algorithme W,
alors JtK est le type inféré par notre algorithme pour JMK.
Une propriété majeure de l’algorithme W est qu’il infère un (schéma de) type canonique, appelé
type principal, pour un terme. Dans notre système, un terme M admet un type principal t si tout autre
type t′ de M peut se déduire de t par sur-typage ou par une sorte particulière de substitution appelée
instantiation générique. Malheureusement, un terme n’admet pas nécessairement de type principal.
Par exemple, la fonction f := λ{l : g}.(g{l′ = 42}) admet à la fois
t := ∀α. l : {{l′ : int} → α} → α et t′ := ∀α. l : {{?l′ : int} → α} → α (11)
comme types, et aucun de ces deux types n’est sous-type ou instance de l’autre. Ce défaut est
essentiellement dû au fait que la règle de sous-typage évoquée dans la Remarque 1 est invalide :
{Γ, ?l : t,∆} → t′ ≤ {Γ, l : t,∆} → t′ (10)
On peut cependant plonger les termes de type {Γ, ?l : t,∆} → t′ dans les termes de type
{Γ, l : t,∆} → t′. Par exemple, à partir d’un terme f de type {?l : int} → int, on peut construire un
terme de type {l : int} → int en utilisant une sorte d’η-expansion : λ{l : x}.f{l = x}. Dans ce sens, le
type t de f donné en (11) est donc plus général que le type t′ donné en (11), car on peut transformer
les arguments pour le second en arguments pour le premier. Le type t est précisément celui qui sera
inféré pour la fonction f par notre algorithme. Ainsi, les types inférés sont canoniques mais dans un
sens plus faible que la principalité.
2.5. Une variante du calcul
Nous évoquons ici une variante du calcul qui permet de s’accommoder de la règle de sous-
typage (10), rendant ainsi possible l’existence d’un type principal pour tous les termes. Nous ne
l’avons pas choisie lors de l’implémentation de Liquidsoap, car si elle pourrait mieux se prêter à une
étude théorique, elle est moins naturelle à utiliser dans un langage de programmation et le typage
qu’elle nécessite semble plus complexe à définir et à mettre en œuvre.
Au lieu d’avoir une application et deux règles de réduction, l’une pour l’application partielle et
l’autre pour l’application totale, décomposons l’application en deux constructions4 : l’application
partielle M{l1 = M1, . . . , ln = Mn} et la destruction des multi-abstractions dont les liaisons sont
optionnelles M•, avec les règles de réduction suivantes.
(λ{
−−−−−−−−−−−−−→
li : xi, lj : xj = Mj ,Γ}.M){
−−−−→
li = Ni}  λ{Γ}.(M [
−−−→
Ni/xi])
(λ{
−−−−−−−−→
li : xi = Mi}.M)•  M [
−−−−→
Mi/xi]
Dans la première règle, on n’impose plus que le groupe de liaison Γ ne soit pas effaçable : même si le
contexte restant est vide, la multi-abstraction subsiste et seul un destructeur • peut la supprimer.
4Cette distinction évoque certains langages, comme Python, où l’application usuelle est totale mais où une
construction spécifique a été ajoutée pour gagner le confort de l’application partielle. La question importante ici est le
typage statique d’un tel calcul, ce qui n’entre pas du tout en ligne de compte en Python.
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La règle de sous-typage {Γ,∆} → t ≤ {Γ} → {∆} → t (où ∆ n’est pas effaçable) n’est plus
pertinente, mais la nouvelle règle (10) qui permet de promouvoir un argument optionnel en argument
obligatoire semble désormais valide : une application partielle est toujours partielle, que la fonction
utilisée ait des arguments obligatoires ou optionnels.
Par exemple, la fonction f := λ{l : x}.(x{l′ = 1}•) accepte toutes les fonctions attendant un entier
sur l’étiquette l′, que cet argument soit obligatoire ou non. L’application partielle vide, qui aurait
exclu les arguments x de type {?l′ : int} → int dans le système précédent, n’a désormais plus jamais
d’effet. En donnant à notre fonction le type ∀α. {l : {l′ : int} → α} → α, on peut l’appliquer à
g1 := λ{l
′ : x}.x aussi bien qu’à g2 := λ{l
′ : x = 3}.x, car le type canonique de ce dernier terme est
désormais sous-type de {l′ : int} → int. Mais on ne peut l’appliquer à g3 := λ{l
′ : x, l′′ : y}.y, à juste
titre, car on ne pourrait alors pas réduire le destructeur •.
Considérons maintenant la fonction f ′ := λ{l : x}.x{l′ = 1}, qui peut cette fois être appliquée à g1,
à g2 ou à g3. Le type de f
′ doit indiquer que cette fonction prend en paramètre sur l n’importe quelle
fonction acceptant un paramètre entier sur l′, et éventuellement d’autres paramètres, et renvoie une
fonction qui n’attend plus que ces autres paramètres. Pour rendre compte de ceci, il faudrait enrichir
notre système de types en lui ajoutant des variables de rangée Γ représentant des ensembles de liaisons
et donner à f ′ un type de la forme ∀Γ.∀α. {l : {l′ : int,Γ} → α} → {Γ} → α. La définition complète
et l’étude d’un tel système seraient intéressantes et sont laissées pour de futurs travaux.
3. Extensions
3.1. Les contraintes de type
En pratique, Liquidsoap implémente un langage déja étendu par rapport au système décrit
formellement en Section 2. On y trouve en effet une notion de contrainte permettant du polymorphisme
ad-hoc. Par exemple, malgré la distinction entre entiers (de type int) et flottants (de type float), la
même fonction d’addition permet d’additionner des valeurs de l’un ou l’autre des types. Celle-ci a en
effet le type ∀α ∈ Num. {α, α} → α, où la quantification universelle sur α est restreinte par une
contrainte qui impose à la variable de type α d’être instanciée par int ou par float. Concrètement, le
type de l’addition dans Liquidsoap est :
(+) :: (’a,’a)->’a where ’a is a number type
Outre la restriction à un type numérique, d’autres contraintes sont possibles. Par exemple, la contrainte
Ord représente une classe de types naturellement ordonnables auxquels seront restreintes les opérations
de comparaison : la clôture de {int, f loat, string, bool, unit} par − × − (constructeur des types des
paires) et [−] (constructeur des types des listes). Mais Liquidsoap dispose aussi de contraintes plus
exotiques, spécifiques à son domaine d’application.
Ce système très utile est néanmoins très faible. Les contraintes sont des atomes prédéfinis dans
le langage et non définissables par l’utilisateur, sans autre sémantique qu’un test de satisfaction. Le
système de types n’est par exemple pas capable de simplifier un ensemble de contraintes ou de détecter
une incompatibilité entre contraintes.
Lors de l’inférence de type usuelle, des méta-variables sont utilisées pour représenter les types encore
inconnus. Pour l’étendre aux contraintes, on attache aux méta-variables des ensembles de contraintes
à respecter. Quand on instancie une méta-variable par un type, on vérifie que ses contraintes sont
respectées par le type, en propageant si besoin les contraintes aux nouvelles méta-variables. Par
exemple, si l’on procède à une comparaison (x==x) sur la variable x, la méta-variable de type associée
(?Tx) est contrainte à être dans Ord ; si ensuite on utilise x comme une liste (list.tl(x)==x), la
méta-variable ?Tx est instanciée en [?T] (c’est-à-dire une liste dont le type est la méta-variable ?T)
et la contrainte Ord est propagée à la méta-variable ?T.
59
Baelde & Mimram
3.2. Raffinements des types spécifiques à la génération de flux
Dans le contexte de la génération de flux audio pour des radios, il est intéressant de garantir
certaines propriétés. La vivacité est par exemple importante : une radio doit diffuser en continu.
Liquidsoap procède actuellement à la vérification qu’une source émise vers un serveur de diffusion
a toujours des données à émettre. Ceci permet au concepteur de la source de s’assurer qu’il a bien
prévu des dispositifs de secours dans tous les cas. Par exemple, une liste de lecture de fichiers distants
n’est pas infaillible, car une panne ou une latence du réseau pourrait empêcher d’obtenir les fichiers
à jouer ou encore ces fichiers pourraient être corrompus. Un opérateur de choix est vivace si l’une de
ses sources filles l’est ; la vivacité sera ainsi typiquement assurée grâce à un choix par défaut qui en
cas de problème va jouer un fichier ou une liste de lecture locale dont on aura préalablement vérifié
les fichiers.
Cette vérification est pour le moment faite de façon dynamique : ce sont les opérateurs de sortie
créés par les programmes Liquidsoap qui se chargent de demander à leurs sources filles de calculer leur
vivacité. Cette approche est limitée, et ne prend notamment pas en compte les transitions. La vivacité
d’un opérateur peut en effet être compromise par l’utilisation d’une fonction de transition, si celle-ci
transforme une source représentant la nouvelle piste en une source qui ne produit rien5. Pour rejeter
les programmes qui peuvent avoir ce comportement, il faudrait développer une véritable technique
d’analyse statique, impliquant une annotation des types des sources.
Un autre problème est lié à la notion de temps. Au premier abord, il semble que toutes les sources
évoluent dans la même échelle de temps, produisant toutes leur flux avec le même débit. Cela n’est
plus vrai avec des opérateurs comme cross, qui superposent deux portions consécutives du même flux,
accélérant localement son débit en amont. Or, on risque d’obtenir des résultats incohérents si deux
opérateurs accèdent à une même source dans des échelles de temps différentes. Là encore, une solution
serait d’adapter le système de types pour assurer qu’une source potentiellement utilisée (directement
ou pas) par un opérateur comme cross n’est utilisée par aucun autre opérateur.
Enfin, Liquidsoap est actuellement restreint à l’émission de données audio. De plus, toutes les
sources au sein d’une même instance partagent le même format audio (nombre de canaux et fréquence
d’échantillonnage). Cependant, les abstractions fournies par notre langage ne sont pas spécifiques à la
manipulation de données audio, et on pourrait par exemple espérer traiter un flux vidéo – le traitement
vidéo à la volée devenant accessible aux processeurs modernes. Les formats des flux ne seraient alors
pas uniformes, certains flux contenant des données audio, d’autres de la vidéo. Plus modestement, il
serait utile qu’une radio puisse émettre plusieurs flux audio dont certains seraient en stéréo et d’autres
en 5 canaux (surround 5.1 ). Il faudrait donc étendre le système de types pour pouvoir spécifier dans
le type des sources le format du flux qu’elles émettent, ce qui permettrait de vérifier statiquement la
compatibilité des formats des sources en interaction.
Conclusion
Nous avons présenté un outil puissant dédié à la génération de flux audio. Liquidsoap permet de
décrire de façon simple les configurations les plus complexes, grâce à la manipulation des flux de façon
abstraite.
Ce langage illustre la possibilité d’utiliser avec succès, pour des utilisateurs néophytes de la
programmation, des technologies réputées compliquées comme le typage statique et inféré. Cette
expérience nous a conduits à revisiter la conception des arguments étiquetés développée pour le langage
OCaml et à en développer une variante plus souple. Nous espérons voir l’idée et l’implémentation
réutilisées dans d’autres projets similaires.
5Au delà de la vivacité, c’est même un arrêt total du système qui survient dans ces cas, qui ne se produisent
heureusement que très rarement et avec des programmes complexes.
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❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❈❡❝✐ ❡st r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛♥ts
♣♦❧②♠♦r♣❤❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ❧❡✉r t②♣❛❣❡✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡✈❡♥✐r✳
❈ré♦♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s✳
★ ❧❡t ❧✶ ❂ ❬ ❵❆ ❀ ❵❇ ✶ ❀ ❵❈ ❢❛❧s❡ ❪❀❀
✈❛❧ ❧✶ ✿ ❬❃ ❵❆ ⑤ ❵❇ ♦❢ ✐♥t ⑤ ❵❈ ♦❢ ❜♦♦❧ ❪ ❧✐st ❂ ❬❵❆❀ ❵❇ ✶❀ ❵❈ ❢❛❧s❡ ❪
▲❡ t②♣❡ ❞♦♥♥é à ❧✶ ❡st ❞♦♥❝ ✏❧✐st❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡ ❬❃ ❵❆ ⑤ ❵❇ ♦❢ ✐♥t ⑤ ❵❈ ♦❢ ❜♦♦❧ ❪✑✳ ▲❡s
❝r♦❝❤❡ts ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡ t②♣❡✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❞é❧✐♠✐t❡✉rs s②♥t❛①✐q✉❡s ✭❡t ♥✬♦♥t ❞♦♥❝ r✐❡♥ à ✈♦✐r ❛✈❡❝ ❧❡
❢❛✐t q✉✬♦♥ ❛ ❞é✜♥✐ ✉♥❡ ❧✐st❡ ✦✮✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦♠✐s✳
▲❡ t②♣❡ ❬❃ ❵❆ ⑤ ❵❇ ♦❢ ✐♥t ⑤ ❵❈ ♦❢ ❜♦♦❧ ❪ s❡ ❧✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✏✉♥ t②♣❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❛✉
♠♦✐♥s ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❵❆✱ ❵❇ ❡t ❵❈✱ ❵❇ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ✐♥t ❡t ❵❈ ❞❡ t②♣❡ ❜♦♦❧✑✳ ▲❡
❝❛r❛❝tèr❡ ❃ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ✏❛✉ ♠♦✐♥s✑ ❞❡ ♥♦tr❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t ❝❛❝❤❡ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡
❛♣♣❡❧é❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣é❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ t②♣❡ ❞♦♥♥é à ❧✶✳
★ ❧❡t ❧✷ ❂ ❵❆ ✿✿ ❵❉ ✿✿ ❧✶ ❀❀
✈❛❧ ❧✷ ✿ ❬❃ ❵❆ ⑤ ❵❇ ♦❢ ✐♥t ⑤ ❵❈ ♦❢ ❜♦♦❧ ⑤ ❵❉ ❪ ❧✐st ❂ ❬ ❵❆❀ ❵❉❀ ❵❆❀ ❵❇ ✶❀ ❵❈ ❢❛❧s❡ ❪
❖♥ ❛ ❛❥♦✉té ❵❆ ❡t ❵❉ ❛✉① é❧é♠❡♥ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✶✱ ❡t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✷ r❡✢èt❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t
❛✉ss✐ ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❵❉ ✭s❛♥s ❛r❣✉♠❡♥t✮✳ ◆♦✉s ♥✬❡♥tr❡r♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
s✬❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ ✐♥st❛♥❝✐❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣é❡ ❝❛❝❤é❡✳
❉♦♥♥♦♥s ❞✬❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✿
★ ✭∗ ❊rr❡✉r s✐ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥ t②♣❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ∗✮
❧❡t ❴ ❂ ❵❇ ✬❜✬ ✿ ✿ ❧✶ ❀❀
❫❫
❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤❛s t②♣❡ ❬❃ ❵❆ ⑤ ❵❇ ♦❢ ✐♥t ⑤ ❵❈ ♦❢ ❜♦♦❧ ❪ ❧✐st
❜✉t ✐s ❤❡r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t②♣❡ ❬❃ ❵❇ ♦❢ ❝❤❛r ❪ ❧✐st
❚②♣❡s ❢♦r t❛❣ ❵❇ ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
▲❛ ❧✐st❡ ♥✬❡st ♣❛s ❤étér♦❣è♥❡ ✿ ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳
★ ✭∗ ❖♥ ❞é❝✐❞❡ q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❧✶ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s êtr❡ ét❡♥❞✉ ∗✮
❧❡t ❧✸ ❂ ✭❧✶ ✿ ❬ ❵❆ ⑤ ❵❇ ♦❢ ✐♥t ⑤ ❵❈ ♦❢ ❜♦♦❧ ❪ ❧✐st ✮
✈❛❧ ❧✸ ✿ ❬ ❵❆ ⑤ ❵❇ ♦❢ ✐♥t ⑤ ❵❈ ♦❢ ❜♦♦❧ ❪ ❧✐st ❂ ❬❵❆❀ ❵❇ ✶❀ ❵❈ ❢❛❧s❡ ❪
✭∗ ❊rr❡✉r ❧♦rsq✉ ✬♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞✬ ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ∗✮
❧❡t ❴ ❂ ❵❊ ✿✿ ❧✸ ❀❀
❫❫
❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤❛s t②♣❡ ❬ ❵❆ ⑤ ❵❇ ♦❢ ✐♥t ⑤ ❵❈ ♦❢ ❜♦♦❧ ❪ ❧✐st
❜✉t ✐s ❤❡r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t②♣❡ ❬❃ ❵❊ ❪ ❧✐st
❚❤❡ ❢✐rst ✈❛r✐❛♥t t②♣❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❛❣✭s✮ ❵❊
✶❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡✉① ❞❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ✉s✉❡❧s✱ ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s ♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s ✏❛♣❧❛t✐s✑✳ ■❝✐✱
❵❇ ♣r❡♥❞ ❜✐❡♥ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❧❡ ♥✲✉♣❧❡t ✭✶✱ tr✉❡✮✱ ❡t ♣❛s ❧❡s ❞❡✉① ❛r❣✉♠❡♥ts ✶ ❡t tr✉❡✳
✻✹
▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❵ à ❧❛ r❡s❝♦✉ss❡ ✕ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡t ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s
❙❛♥s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣é❡✱ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✸ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s êtr❡ ét❡♥❞✉ ✭❛✉ ♠♦✐♥s ♣❛r ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥✮✳
❚❡r♠✐♥♦♥s ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿
★ ❧❡t ❢ ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥
⑤ ❵❆ → ❵❇
⑤ ❵❈ ⑤ ❵❉ → ❵❉❀❀
✈❛❧ ❢ ✿ ❬❁ ❵❆ ⑤ ❵❈ ⑤ ❵❉ ❪ → ❬❃ ❵❇ ⑤ ❵❉ ❪ ❂ ❁❢✉♥❃
❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥
q✉❡ s✉r ❧❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ✉s✉❡❧s✳ ✭❖♥ ✈❡rr❛ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t❡✳✮
❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❃✱ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ✏❛✉ ♣❧✉s✑ ❡t s❡ ♥♦t❡ ❁✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❢ ❛❝❝❡♣t❡ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✉♥ t②♣❡ ✈❛r✐❛♥t ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♣❧✉s ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❵❆✱ ❵❈ ❡t ❵❉✱ ❡t
r❡♥✈♦✐❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❵❇ ❡t ❵❉✳
❖♥ ♣❡✉t ✐♥st❛♥❝✐❡r ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❡t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❞❡ ❢ ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❝❡ t②♣❡ ♠♦✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐❢✳
★ ❧❡t ❢ ✬ ❂ ✭❢ ✿ ✭❬ ❵❆ ⑤ ❵❈ ❪ → ❬ ❵❇ ⑤ ❵❉ ⑤ ❵❊ ❪✮✮❀❀
✈❛❧ ❢ ✬ ✿ ❬ ❵❆ ⑤ ❵❈ ❪ → ❬ ❵❇ ⑤ ❵❉ ⑤ ❵❊ ❪ ❂ ❁❢✉♥❃
➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡s ♥❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ r❛♥❣é❡s✱ t♦✉t❡
✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ r❡st❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡
✿❃ ❞❡ ❖❈❛♠❧✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳
★ ❧❡t ❢ ✬✬ ❂ ✭❢✬ ✿❃ ✭❬❵❆ ❪ → ❬ ❵❇ ⑤ ❵❉ ⑤ ❵❊ ⑤ ❵❋ ❪✮✮❀❀
✈❛❧ ❢ ✬✬ ✿ ❬ ❵❆ ❪ → ❬ ❵❇ ⑤ ❵❉ ⑤ ❵❊ ⑤ ❵❋ ❪ ❂ ❁❢✉♥❃
❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ t②♣❡ ❬ ❵❳ ⑤ ❵❨ ❪ ❡st ✉♥ s✉♣❡r✲t②♣❡ ❞✉ t②♣❡ ❬ ❵❳ ❪✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❛❝❝❡♣t❛♥t ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❬ ❵❳ ⑤ ❵❨ ❪ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦❡r❝é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à r❡❝❡✈♦✐r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ t②♣❡
❬ ❵❳ ❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❞❡ ❖❈❛♠❧ ❡st str✉❝t✉r❡❧✱ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✱ ❧❡
❝♦♥str✉❝t❡✉r ✢è❝❤❡ ét❛♥t ❝♦✈❛r✐❛♥t à ❞r♦✐t❡ ❡t ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t à ❣❛✉❝❤❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
ré❞✉✐t ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛❝❝❡♣tés✱ ❡t ét❡♥❞✉ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ r❡t♦✉r✳
❊✣❝❛❝✐té ❞❡s ✈❛r✐❛♥ts ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ✉s✉❡❧s ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛♥ts
♣♦❧②♠♦r♣❤❡s ❛ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❧tr❛❣❡s✳ P♦✉r ❧❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ✉s✉❡❧s✱ ❞❡s t❛❜❧❡s
❞❡ s❛✉ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ✉♥ ✜❧tr❛❣❡
s✉r n ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s ❡st ❝♦♠♣✐❧é ✈❡rs ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ s❛✉ts✱ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r log(n)✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s ♣r❡♥❛♥t k ≥ 2 ❛r❣✉♠❡♥ts ❡st t♦✉❥♦✉rs✷ r❡♣rés❡♥té
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ✈❡rs ✉♥ ♥✲✉♣❧❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ k✱ rés✉❧t❛♥t ❡♥ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t
♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s ♣♦✉ssé❡ ❞❡ ❝❡s q✉❡st✐♦♥s s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬✶✱ ➓ ✹❪✳
➚ ♣r♦♣♦s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣r❡sq✉❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s
❞❡ t②♣❡s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❝❡ st②❧❡ très ❞é❝❧❛r❛t✐❢ ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s t②♣❡s ♣❧✉s ❧✐s✐❜❧❡s✱ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✬❡rr❡✉rs ♣❧✉s ❝❧❛✐rs✱ ❡t ❞❡s ❛✈❡rt✐ss❡♠❡♥ts ❡♥ ❝❛s ❞❡
✜❧tr❛❣❡ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐❢✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❢❛❝✉❧t❛t✐✈❡s✱ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s s✉r
❧❡s ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s ét❛♥t t♦t❛❧❡✳
✶✳✸✳ P❧❛♥
❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s✱ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❝❤❛❝✉♥❡s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✭❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✮✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❧✐é❡s ❛✉① ✈❛r✐❛♥ts
✷❈❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♥❡ rés✉❧t❡ ♣❛s ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té t❤é♦r✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛♠❜✐❣✉ïté ❡①✐st❛♥t ❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡
❝♦♥❝rèt❡ ❞❡ ❖❈❛♠❧ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ♣r❡♥❛♥t ✷ ❛r❣✉♠❡♥ts ❡t ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ♥✲✉♣❧❡t ❞❡ ✷ é❧é♠❡♥ts✳
✻✺
❨❛❦♦❜♦✇s❦✐
♣♦❧②♠♦r♣❤❡s ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❡✉r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❀ ❛✉ss✐✱ ❡t ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦✐❡♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❡st ❝♦♥s❡✐❧❧é❡✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✷ ❡①❛♠✐♥❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡s ♣❛r ✉♥ t②♣❡✉r✳ ▲❛
s❡❝t✐♦♥ ✸ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❣❛r❛♥t✐r ♣❛r t②♣❛❣❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✭♣♦✉r ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✮✱ à tr❛✈❡rs ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s t②♣❡s ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛✈❡❝ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜♦r♥é❡✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹
♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ✏❞és✉❝r❡r✑ ❞❡ ❢❛ç♦♥ t②♣é❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s②♥t❛①❡ ❛❜str❛✐t❡ ✐ss✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡
s②♥t❛①✐q✉❡✳
▲❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣r♦♣♦sés ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❝♦♠♣❧❡t✱ ♣❛r ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥
✐♥té❣r❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ à ❧✬❛❞r❡ss❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳②❛❦♦❜♦✇s❦✐✳♦r❣✴❥❢❧❛✵✽✳❤t♠❧
✷✳ ❈♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡s ♥♦♥ rés♦❧✉s
▲✬✉♥❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥ t②♣❡✉r ❡st ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥
❧❡t ✐❞ ✭① ✿ t✮ ❂ ①✳ ▲♦rsq✉✬✐❧ r❡♥❝♦♥tr❡ ❧❡ t②♣❡ t✱ ❧❡ t②♣❡✉r ❞♦✐t ❧❡ rés♦✉❞r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ tr♦✉✈❡r
q✉❡❧❧❡ ❡st s♦♥ ✐❞❡♥t✐té ❡①❛❝t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t ♣❡✉t ❛✈♦✐r été ❞é❝❧❛ré ❞❛♥s ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s ♦✉✈❡rts✱ ♦✉ ♠ê♠❡
❞é❝❧❛ré ❞❡✉① ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦✉r❛♥t ✭❡✳❣✳ t②♣❡ t ❂ ❆ ⑤ ❇❀❀ t②♣❡ t ❂ ❈ ⑤ ❉❀❀✮✳ ▲✬✐❞❡♥t✐té ❞✬✉♥ t②♣❡
❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ q✉❡ s♦♥ s✐♠♣❧❡ ♥♦♠ ❀ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦✉♣❧❡
❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠ ❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✉♥✐q✉❡ ✐ss✉❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣t❡✉r✳
P♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡s✸ ❡t ❧❡s t②♣❡s ♣❛r ❧❡s ❣r❛♠♠❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
C := ✐♥t | ❢❧♦❛t | → | ()n | Ii τ := α | C τ
▲❡ s②♠❜♦❧❡ ()n r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡s ♥✲✉♣❧❡ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✱ t❛♥❞✐s q✉❡ Ii r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥❞✉❝t✐❢
❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠ ❡st I ❡t ❧✬✐❞❡♥t✐té i✳ ▲❡s t②♣❡s ❞❡ ▼▲ s♦♥t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐s ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t s♦✐t
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ α✱ s♦✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ t②♣❡s à ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s✳
✷✳✶✳ ❉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ ▼▲
▲❡s ❞❡✉① ❣r❛♠♠❛✐r❡s ❞♦♥♥é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t très ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ▼▲ ✿
t②♣❡ t②♣❡❝♦♥str ❂ ■♥t ⑤ ❋❧♦❛t ⑤ ❆rr♦✇ ⑤ ❯♣❧❡ ♦❢ ✐♥t ⑤ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❴✐❞
t②♣❡ ♠❧❴t②♣❡ ❂ ❱❛r ♦❢ ✈❛r ⑤ ❈♦♥str ♦❢ t②♣❡❝♦♥str ∗ ♠❧❴t②♣❡ ❧✐st
◆♦✉s ❧❛✐ss♦♥s ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡s ♥♦♥ s♣é❝✐✜é ❝❛r ✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐❝✐✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱
❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✬✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ♣ré❝✐sé❡✳
❯♥ ✐♥❞✉❝t✐❢ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ■❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ s②♥t❛①✐q✉❡✱ ❞❡
❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❀ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❝❡❧❛ ♠é❧❛♥❣❡r❛✐t t②♣❛❣❡ ❡t ❛♥❛❧②s❡ s②♥t❛①✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦✉r❛❣é❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t r❡t❡♥✉❡ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ s②♥t❛①❡
❛❜str❛✐t❡ s♣é❝✐✜q✉❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ s②♥t❛①✐q✉❡✱ ❞✐st✐♥❝t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ❧♦rs ❞✉ t②♣❛❣❡✳ ▲❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❛ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ✭❧❡ ♥♦♠ ❞✉
t②♣❡✮ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ▼▲✳
t②♣❡ ♣❛rs✐♥❣❴t②♣❡❝♦♥str ❂ P■♥t ⑤ P❋❧♦❛t ⑤ P❆rr♦✇ ⑤ P❯♣❧❡ ♦❢ ✐♥t ⑤ P■♥❞✉❝t✐✈❡ ♦❢ str✐♥❣
t②♣❡ ♣❛rs✐♥❣❴♠❧❴t②♣❡ ❂ P❱❛r ♦❢ ✈❛r ⑤ P❈♦♥str ♦❢ ♣❛rs✐♥❣❴t②♣❡❝♦♥str ∗ ♣❛rs✐♥❣❴♠❧❴t②♣❡ ❧✐st
➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡s ♣r❡♥❞ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t
✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡t ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ ♣❛rs✐♥❣❴♠❧❴t②♣❡✱ ❡t r❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ ♠❧❴t②♣❡
✭♦✉ ❧è✈❡ ✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ s✐ ✉♥ ✐♥❞✉❝t✐❢ ♥♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❡st r❡♥❝♦♥tré✮✳
✸❉✬❛✉tr❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡s t❡❧s q✉❡ ❝❤❛r✱ ❛rr❛② ✱ ✳ ✳ ✳ ♣❡✉✈❡♥t ❜✐❡♥ sûr êtr❡ ❛❥♦✉tés✳
✻✻
▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❵ à ❧❛ r❡s❝♦✉ss❡ ✕ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡t ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t②♣❡s s✐♠♣❧✐✜é❡✱ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡st ✢❛❣r❛♥t❡✳ ▼❛✐s
❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛ît é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❖❈❛♠❧✱ ❧❡s t②♣❡s
P❛rs❡tr❡❡ ✳❝♦r❡❴t②♣❡❴❞❡s❝ ❡t ❚②♣❡s✳t②♣❡❴❞❡s❝ ♦♥t ✶✵ ❡t ✶✷ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt❛❣❡♥t ✼✳
➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❛ ✉♥ ❝♦ût✳ ■❧ ❢❛✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ é❝r✐r❡ ✉♥ ❛✣❝❤❡✉r ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
❞❡✉① t②♣❡s✱ ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❝♦❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ rés♦❧✈❛♥t ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡
t②♣❡s ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❢❛st✐❞✐❡✉① ✜❧tr❛❣❡✳
❧❡t r❡s♦❧✈❡❴t②♣❡❝♦♥str ❡♥✈ ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥
⑤ P■♥t → ■♥t ⑤ P❋❧♦❛t → ❋❧♦❛t ⑤ P❆rr♦✇ → ❆rr♦✇ ⑤ P❯♣❧❡ ♥ → ❯♣❧❡ ♥
⑤ P■♥❞✉❝t✐✈❡ s → ■♥❞✉❝t✐✈❡ ✭ r❡s♦❧✈❡❴✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡♥✈ s✮
■❝✐✱ ❧❡s ✹ ♣r❡♠✐❡rs ❝❛s s♦♥t é✈✐❞❡♥ts ❀ ♥é❛♥♠♦✐♥s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡❝♦♥str ❡t
♣❛rs✐♥❣❴t②♣❡❝♦♥str✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ▼▲ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❧❡s ❢❛❝t♦r✐s❡r✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ♠✐t✐❣é✳ ❙✐ ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡s ❞❡✉① t②♣❡s s♦♥t
❞♦♥♥és ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭q✉✐ ❡st ♥♦♥
t②♣é❡✮ ♣❡r♠❡t q✉❡ ❧❡s ✸ ♣r❡♠✐❡rs ❝❛s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ s♦✐❡♥t tr❛❞✉✐ts ♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♥♦♣✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥s P❯♣❧❡ ♥ → ❯♣❧❡ ♥ ♣r♦✈♦q✉❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❜❧♦❝✱ ❜✐❡♥ q✉❡
❧❡s ❞❡✉① ❜❧♦❝s ❛✐❡♥t ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ ♠ê♠❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡✳
❯♥ ✐♥❞✉❝t✐❢ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ❝♦♠♠✉♥s ❯♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ❞❛♥s ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡
t②♣❡ ❧❡s ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ❝♦♠♠✉♥❡s ❛✉① ❞❡✉① ✐♥❞✉❝t✐❢s ✭✐✳❡✳ t♦✉s ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❛✉tr❡s q✉❡ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❡t
P■♥❞✉❝t✐✈❡✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡s♦❧✈❡❴❝♦♥str ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ✈❡r❜❡✉s❡✳
t②♣❡ ❝♦♠♠♦♥❴t②♣❡❝♦♥str ❂ ■♥t ⑤ ❋❧♦❛t ⑤ ❆rr♦✇ ⑤ ❯♣❧❡ ♦❢ ✐♥t
t②♣❡ t②♣❡❝♦♥str ❂ ❈♦♠♠♦♥ ♦❢ t②♣❡❝♦♥str ⑤ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❴✐❞
t②♣❡ ♣❛rs✐♥❣❴t②♣❡❝♦♥str ❂ P❈♦♠♠♦♥ ♦❢ t②♣❡❝♦♥str ⑤ P■♥❞✉❝t✐✈❡ ♦❢ str✐♥❣
❧❡t r❡s♦❧✈❡❴t②♣❡❝♦♥str ❡♥✈ ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥
⑤ P❈♦♠♠♦♥ ❝ → ❈♦♠♠♦♥ ❝
⑤ P■♥❞✉❝t✐✈❡ s → ■♥❞✉❝t✐✈❡ ✭ r❡s♦❧✈❡❴✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡♥✈ s✮
❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❧✉s sé❞✉✐s❛♥t❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❡❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡✉①
❝♦♥str✉❝t❡✉rs ✭❈♦♠♠♦♥ ❡t P❈♦♠♠♦♥✮ q✉✐ ♥✬♦♥t sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞✬êtr❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
❝❡tt❡ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ ✉♥ ❝♦ût à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✿ t♦✉s ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣❛s ❛✉①
✐♥❞✉❝t✐❢s ❞♦✐✈❡♥t s✉❜✐r ✉♥❡ ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ▲❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✬é❝r✐t✉r❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❡t ❞❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣✐❜✐❧✐té✳
P❛r❛♠étr❡r t②♣❡❝♦♥str ❯♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❞❡ ♣❛r❛♠étr❡r t②♣❡❝♦♥str ♣❛r ❧❡ t②♣❡ ❞✉
❝♦♥str✉❝t❡✉r ■♥❞✉❝t✐✈❡ ✳
t②♣❡ ✬❛ t②♣❡❝♦♥str❴❛✉① ❂ ■♥t ⑤ ❋❧♦❛t ⑤ ❆rr♦✇ ⑤ ❯♣❧❡ ♦❢ ✐♥t ⑤ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ♦❢ ✬❛
t②♣❡ t②♣❡❝♦♥str ❂ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❴✐❞ t②♣❡❝♦♥str❴❛✉①
t②♣❡ t②♣❡❝♦♥str❴♣❛rs✐♥❣ ❂ str✐♥❣ t②♣❡❝♦♥str❴❛✉①
❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é❢❛✉ts✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❛ss❡ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t à ❧✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡
r❡q✉✐❡rt ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t❡✉r ♣r❡♥❛♥t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ s②♥t❛①✐q✉❡
❡t ❧♦rs ❞❡s ♣❤❛s❡s ✉❧tér✐❡✉r❡s✳ ✭❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ r❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r
❆❧✐❛s ♣♦✉r ❧❡s ❛❧✐❛s ❞❡ t②♣❡s✳✮ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ t②♣❡ t②♣❡❝♦♥str❴❛✉① ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✏tr♦♣✑ ♣♦❧②♠♦r♣❤❡ ✿ q✉❡❧
s❡r❛✐t ❡♥ ❡✛❡t ❧❡ s❡♥s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ✢♦❛t t②♣❡❝♦♥str❴❛✉① ❄ ❊♥✜♥✱ s❛♥s
❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞♦♥♥❡ s♦✉✈❡♥t ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s t②♣❡s ✉t✐❧✐s❛♥t t②♣❡❝♦♥str❴❛✉①✱ ♣❡✉
❧✐s✐❜❧❡s✳ ■❝✐✱ ♦♥ ✈❡✉t ❞✉ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛❞ ❤♦❝ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞✉ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳
✻✼
❨❛❦♦❜♦✇s❦✐
✷✳✷✳ ❆✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s
▲❡s ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❛r✐❡r ❤❛r♠♦♥✐❡✉s❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❡♥
é✈✐t❛♥t ❧❡s é❝✉❡✐❧s ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧s ❛✉t♦r✐s❡♥t ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❝♦♠♠✉♥s ❡♥tr❡
❧❡s t②♣❡s t②♣❡❝♦♥str ❡t t②♣❡❝♦♥str❴♣❛rs✐♥❣✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❝❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡ ❝♦♠♠♦♥❴t②♣❡❝♦♥str✳ ❊♥
❞❡❤♦rs ❞❡s ❝r♦❝❤❡ts ❞❡ ❞é❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❡t ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❵ ♣ré❝é❞❛♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✱ ❝❡tt❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❡t
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✷ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳
t②♣❡ ❝♦♠♠♦♥❴t②♣❡❝♦♥str ❂ ❬ ❵■♥t ⑤ ❵❋❧♦❛t ⑤ ❵❆rr♦✇ ⑤ ❵❯♣❧❡ ♦❢ ✐♥t ❪
▲✬❛♣♣♦rt ❞✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡❝♦♥str ❡t ♣❛rs✐♥❣❴t②♣❡❝♦♥str✳ ■❧ ❞❡✈✐❡♥t
❡♥ ❡✛❡t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
❧✬♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ✐❝✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ✭♠ê♠❡✮ ♥♦♠ ❵ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s✳
t②♣❡ t②♣❡❝♦♥str ❂ ❬ ❝♦♠♠♦♥❴t②♣❡❝♦♥str ⑤ ❵■♥❞✉❝t✐✈❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❴✐❞ ❪
t②♣❡ ♣❛rs✐♥❣❴t②♣❡❝♦♥str ❂ ❬ ❝♦♠♠♦♥❴t②♣❡❝♦♥str ⑤ ❵■♥❞✉❝t✐✈❡ ♦❢ str✐♥❣ ❪
■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ t②♣❡✉r ❖❈❛♠❧ s✉r ❝❡s ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s✳
★ t②♣❡ t②♣❡❝♦♥str ❂ ❬ ❝♦♠♠♦♥❴t②♣❡❝♦♥str ⑤ ❵■♥❞✉❝t✐✈❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❴✐❞ ❪❀❀
t②♣❡ t②♣❡❝♦♥str ❂ ❬ ❵❆rr♦✇ ⑤ ❵❋❧♦❛t ⑤ ❵ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❴✐❞ ⑤ ❵ ■♥t ⑤ ❵❯♣❧❡ ♦❢ ✐♥t ❪
★ t②♣❡ ♣❛rs✐♥❣❴t②♣❡❝♦♥str ❂ ❬ ❝♦♠♠♦♥❴t②♣❡❝♦♥str ⑤ ❵■♥❞✉❝t✐✈❡ ♦❢ str✐♥❣ ❪❀❀
t②♣❡ ♣❛rs✐♥❣❴t②♣❡❝♦♥str ❂ ❬ ❵❆rr♦✇ ⑤ ❵❋❧♦❛t ⑤ ❵ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ♦❢ str✐♥❣ ⑤ ❵ ■♥t ⑤ ❵❯♣❧❡ ♦❢ ✐♥t ❪
❚♦✉t s❡ ♣❛ss❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s✐ ♦♥ ❛✈❛✐t ❡①♣❛♥sé ❝♦♠♠♦♥❴t②♣❡❝♦♥str ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ t②♣❡❝♦♥str ❡t ♣❛rs✐♥❣❴t②♣❡❝♦♥str✱ ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s s❡♠❜❧❛♥t ✏♣❛rt❛❣❡r✑ ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡
❝♦♠♠♦♥❴t②♣❡❝♦♥str✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ✈✐s✐♦♥ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s tr♦♠♣❡✉s❡ ✿ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱
❝❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ✏♣ré❡①✐st❡♥t✑ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s t②♣❡s q✉✬♦♥ ✈✐❡♥t
❞❡ ❞é✜♥✐r✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ t②♣❡❝♦♥str ❡t ♣❛rs✐♥❣❴t②♣❡❝♦♥str ♥❡ s♦♥t r✐❡♥ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❞❡s ❛❧✐❛s ❞❡ t②♣❡s✳
■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t é❝r✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛✣❝❤❛❣❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ r❡s♦❧✈❡❴t②♣❡❝♦♥str ✳ ▲✬é❝r✐t✉r❡
❞✬✉♥ ❛✣❝❤❡✉r ♣♦✉r ❝♦♠♠♦♥❴t②♣❡❝♦♥str s❡ ❢❛✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉✬❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s
st❛♥❞❛r❞s ✭♠♦❞✉❧♦ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❵✮✱ ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ très s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r t②♣❡❝♦♥str❴♣❛rs✐♥❣✳
❧❡t ♣r✐♥t❴t②♣❡❝♦♥str❴❝♦♠♠♦♥ ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥
⑤ ❵ ■♥t → ♣r✐♥t❴str✐♥❣ ✧✐♥t✧
⑤ ❴ → ✳✳✳
❧❡t ♣r✐♥t❴t②♣❡❝♦♥str❴♣❛rs✐♥❣ ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥
⑤ ★❝♦♠♠♦♥❴t②♣❡❝♦♥str ❛s ① → ♣r✐♥t❴t②♣❡❝♦♥str❴❝♦♠♠♦♥ ①
⑤ ❵ ■♥❞✉❝t✐✈❡ s → ♣r✐♥t❴str✐♥❣ s
▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ★❝♦♠♠♦♥❴t②♣❡❝♦♥str ❞✐s❝r✐♠✐♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ♣rés❡♥ts ❞❛♥s
❝♦♠♠♦♥❴t②♣❡❝♦♥str ✿ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ✭❵ ■♥t ✱ ❵❋❧♦❛t✱ ❵❆rr♦✇
♦✉ ❵❯♣❧❡✮ s♦♥t tr❛✐té❡s ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡✳ ❙✐ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❵ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ✭q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠♦♥❴t②♣❡❝♦♥str✮✱ ❡❧❧❡ ❡st tr❛✐té❡ ♣❛r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✳
❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ P❈♦♠♠♦♥ ❝ → ❈♦♠♠♦♥ ❝ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✷ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡✱ s❛♥s ♠❛rq✉❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❈♦♠♠♦♥ ♦✉ P❈♦♠♠♦♥✳
▲❡ t②♣❡ ✐♥❢éré ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r✐♥t❴t②♣❡❝♦♥str❴♣❛rs✐♥❣ ❡st ✿
❬❁ ❵❆rr♦✇ ⑤ ❵❋❧♦❛t ⑤ ❵ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ♦❢ str✐♥❣ ⑤ ❵ ■♥t ⑤ ❵❯♣❧❡ ♦❢ ✐♥t ❪ → ✉♥✐t
❖♥ r❡❝♦♥♥❛ît ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥sé❡ ❞❡ ♣❛rs✐♥❣❴t②♣❡❝♦♥str✱ ♠♦❞✉❧♦ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❁✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❡t ✉t✐❧❡✮ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s t②♣❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts ✭❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❧✐s✐❜❧❡s✮✳
✻✽
▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❵ à ❧❛ r❡s❝♦✉ss❡ ✕ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡t ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s
★ ❧❡t r❡s♦❧✈❡❴t②♣❡❝♦♥str ❡♥✈ ✿ ♣❛rs✐♥❣❴t②♣❡❝♦♥str → t②♣❡❝♦♥str ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥
⑤ ★❝♦♠♠♦♥❴t②♣❡❝♦♥str ❛s ① → ①
⑤ ❵ ■♥❞✉❝t✐✈❡ s → ❵ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ✭ r❡s♦❧✈❡❴✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡♥✈ s✮
✈❛❧ r❡s♦❧✈❡❴t②♣❡❝♦♥str ✿ ❡♥✈ → ♣❛rs✐♥❣❴t②♣❡❝♦♥str → t②♣❡❝♦♥str
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ r❡s♦❧✈❡❴t②♣❡❝♦♥str r❡ç♦✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❵ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ✧tr❡❡✧✳ ❙✐ ❧❡
t②♣❡ tr❡❡ ❡st ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈❛ r❡♥✈♦②❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❵ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ✐❞❴tr❡❡✱ ♦ù ✐❞❴tr❡❡
❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ t②♣❡s tr❡❡ ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❵ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝ ❞❡✉①
❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ t♦✉t ❝❡❧❛ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ sûr❡ ✭❡t s❛♥s q✉✬✐❧ ❛✐t été ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣❛r❛♠étr❡r
t②♣❡❝♦♥str ♣❛r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❵ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✳
✸✳ ❙♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❣❛r❛♥t✐s st❛t✐q✉❡♠❡♥t
▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ▼▲❋ ❬✼❪ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❞❡ ▼▲ ❡t ❞✉ ❙②stè♠❡ ❋✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à s❡s t②♣❡s✱ ❡t ♠♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛♥ts
♣♦❧②♠♦r♣❤❡s✱ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s t②♣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉s ❝❡✉① ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳ ❈❡t
❡①❡♠♣❧❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ✐♥❤❛❜✐t✉❡❧✱ ♠❛✐s s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s tr❛♥s❢♦r♠❛♥t
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✳
✸✳✶✳ ▲❡s t②♣❡s ❞❡ ▼▲❋
▲❡s t②♣❡s ❞❡ ▼▲❋ s♦♥t str❛t✐✜és ❡♥ ❞✬✉♥ ❝ôté ❞❡s ♠♦♥♦t②♣❡s τ ✱ ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ♣♦❧②t②♣❡s σ✳ ▲❡s
❣r❛♠♠❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞é❝r✐✈❡♥t ❝❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s s②♥t❛①✐q✉❡s✳
τ ::= α | C τ σ ::= τ | ⊥ | ∀ (α ⋄ σ) σ
▲❡s ♠♦♥♦t②♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉① t②♣❡s ❞❡ ▼▲✳ ▲❡s ♣♦❧②t②♣❡s s♦♥t s♦✐t ❞❡s ♠♦♥♦t②♣❡s✱
s♦✐t ❧❡ t②♣❡ ⊥ ✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t②♣❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❋ ∀α. α✮✱ s♦✐t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜♦r♥é❡
∀ (α ⋄ σ) σ′ s❡ ❧✐s❛♥t très ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ✓ σ′ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ α ♣❛r❝♦✉rt✹ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
t②♣❡s ❞é❝r✐ts ♣❛r σ ✔ ❀ α ❡st ❧✐é ❞❛♥s σ′ ♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s σ✳ ❖♥ ❛❜rè❣❡ ∀ (α ⋄ ⊥) ❡♥ ∀ (α)✳
❈❡tt❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s❡ tr❛❞✉✐t très ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ à ❧❛ ❢♦✐s ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s ✿
t②♣❡ ♠♦♥♦t②♣❡ ❂ ❱❛r ♦❢ ✈❛r ⑤ ❈♦♥str ♦❢ t②♣❡❝♦♥str ∗ ♠♦♥♦t②♣❡ ❧✐st
t②♣❡ ♣♦❧②t②♣❡ ❂ ▼♦♥♦ ♦❢ ♠♦♥♦t②♣❡ ⑤ ❇♦tt♦♠ ⑤ ❇♦✉♥❞ ♦❢ ✭✈❛r ∗ ♣♦❧②t②♣❡✮ ∗ ♣♦❧②t②♣❡
t②♣❡ ♠♦♥♦t②♣❡ ❂ ❬ ❵❱❛r ♦❢ ✈❛r ⑤ ❵❈♦♥str ♦❢ t②♣❡❝♦♥str ∗ ♠♦♥♦t②♣❡ ❧✐st ❪
t②♣❡ ♣♦❧②t②♣❡ ❂ ❬ ♠♦♥♦t②♣❡ ⑤ ❵❇♦tt♦♠ ⑤ ❵❇♦✉♥❞ ♦❢ ✭✈❛r ∗ ♣♦❧②t②♣❡✮ ∗ ♣♦❧②t②♣❡ ❪
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❝❛♣t✉r❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ♣♦❧②t②♣❡s ❡t ♠♦♥♦t②♣❡s✱ ❡t é✈✐t❡♥t
❧✬✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ▼♦♥♦✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ♣❧✉s q✉❡ ❝❡tt❡
s❡❝♦♥❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳
▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s s✬é❝r✐t s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ s✉r♣r✐s❡✺✱ ♠♦❞✉❧♦ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
★ ♣♦✉r sé♣❛r❡r ❧❡s ♠♦♥♦t②♣❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡s ♣♦❧②t②♣❡s✳
❧❡t r❡❝ ❢t✈❴♠♦♥♦t②♣❡ ✿ ♠♦♥♦t②♣❡ →❴ ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥
⑤ ❵❱❛r ✈ → ❬✈❪
⑤ ❵❈♦♥str ✭❴✱ ❧ ✮ → ▲✐st ✳❝♦♥❝❛t ✭ ▲✐st ✳♠❛♣ ❢t✈❴♠♦♥♦t②♣❡ ❧✮
✹❊♥ ré❛❧✐té✱ ⋄ ❡st ✉♥❡ ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧❛♥t s♦✐t ≥✱ s♦✐t =✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❝❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣♦✉r
❧✬❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✐❝✐✳
✺◆♦tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡♥✈♦✐❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❛✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ ❯♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ré❛❧✐st❡ ✉t✐❧✐s❡r❛✐t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳
✻✾
❨❛❦♦❜♦✇s❦✐
❛♥❞ ❢t✈❴♣♦❧②t②♣❡ ✿ ♣♦❧②t②♣❡ → ❴ ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥
⑤ ★♠♦♥♦t②♣❡ ❛s ♠ → ❢t✈❴♠♦♥♦t②♣❡ ♠
⑤ ❵❇♦tt♦♠ → ❬❪
⑤ ❵❇♦✉♥❞ ✭✭✈✱ t ✮✱ t ✬✮ → ❢t✈❴♣♦❧②t②♣❡ t ❅ ✭❧✐st❴r❡♠♦✈❡❴❛❧❧ ✈ ✭❢t✈❴♣♦❧②t②♣❡ t ✬✮✮
❆✜♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s str❛t✐✜❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣♦❧②t②♣❡s ❡♥ tr♦✐s
t②♣❡s ❞✐st✐♥❝ts✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❡♥❝♦❞❛♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ⊥ ❡t ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜♦r♥é❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é
q✉❡ ✭❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ t②♣❛❣❡✮ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s s♦♥t ❡①♣❛♥sé❡s✱ ♥♦s ❞❡✉①
❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ♣♦❧②t②♣❡ s♦♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛❧✐❛s ♣♦✉r ❧❡s
♠♦♥♦t②♣❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
t②♣❡ ❜♦t ❂ ❬ ❵❇♦tt♦♠ ❪
t②♣❡ ✭✬❛✱ ✬❜✮ ❜♦✉♥❞ ❂ ❬ ❵❇♦✉♥❞ ♦❢ ✭✈❛r ∗ ✬❛✮ ∗ ✬❜ ❪
t②♣❡ ♣♦❧②t②♣❡ ❂ ❬ ♠♦♥♦t②♣❡ ⑤ ❜♦t ⑤ ✭♣♦❧②t②♣❡ ✱ ♣♦❧②t②♣❡✮ ❜♦✉♥❞ ❪
t②♣❡ ❝♦♥str ❂ ❬ ❵❈♦♥str ♦❢ t②♣❡❝♦♥str ∗ ♠♦♥♦t②♣❡ ❧✐st ❪
✸✳✷✳ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ t②♣❡s ❞❡ ▼▲❋
▼▲❋ ❞é✜♥✐t s✉r s❡s t②♣❡s ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r✐❝❤❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥✉t✐❧❡s✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡st ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
▲❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❝♦♥❣r✉❡♥t❡s✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ t②♣❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥
♣♦❧②t②♣❡ σ✱ ftv(σ) r❡♣rés❡♥t❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✳
α /∈ ftv(σ′)
∀ (α ⋄ σ) σ′ ≡ σ′
❊q✲❋r❡❡
❊q✲❱❛r
∀ (α ⋄ σ) α ≡ σ
❊q✲▼♦♥♦
∀ (α ⋄ τ) σ ≡ σ[τ/α]
▲❛ rè❣❧❡ ❊q✲❋r❡❡ é❧✐♠✐♥❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s ♥♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❊q✲❱❛r s✉♣♣r✐♠❡ ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s q✉✐
♥❡ s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡s ❛❧✐❛s✳ ❊♥✜♥✱ ❊q✲▼♦♥♦ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s s✉r ❞❡s ♠♦♥♦t②♣❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣❛♥sé❡s ❀ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st s✉♣♣♦sé❡ é✈✐t❡r ❧❡s ❝❛♣t✉r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t
ré♣ét✐t✐✈❡♠❡♥t ❊q✲❋r❡❡✱ ❊q✲❱❛r ❡t ❊q✲▼♦♥♦ ❞❡ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡✳
❉♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✿
✕ ⊥ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ t②♣❡ ∀ (α ⋄ σ) ⊥✳
✕ ▲❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ t②♣❡ ∀ (β ⋄ α → α) ∀ (γ ⋄ ∀ (δ) ∀ (ǫ) ǫ → β) β → γ ❡st ❧❡ t②♣❡
∀ (γ ⋄ ∀ (ǫ) ǫ → (α → α)) (α → α) → γ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ δ ❡st ✐♥✉t✐❧✐sé❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡
s✉♣♣r✐♠é❡ ♣❛r ❊q✲❋r❡❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ β ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❛♥sé❡ ❣râ❝❡ à ❊q✲▼♦♥♦✳
✸✳✸✳ ❙♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t s♦✉s✲t②♣❡s
❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❛tt❡♥t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ♦♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②t②♣❡s ❡♥ ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡ s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ σn ❞❡ σ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
σn ::= τ | ⊥ | ∀ (α ⋄ σ⊥) στ
σ⊥ ::= ⊥ | ∀ (α ⋄ σ⊥) στ
στ ::= C τ | ∀ (α ⋄ σ⊥) στ
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❡t ❛✐sé✮ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❝❡s tr♦✐s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s✳ ❆
❝♦♥tr❛r✐♦✱ ❡♥❝♦❞❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ✉s✉❡❧s ❡st ❧♦✉r❞ ❀ ✐❧ ❢❛✉t ✸ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ♣♦✉r
σn✱ ✷ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ♣♦✉r στ ❡t ✷ ♣♦✉r σ⊥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳
✼✵
▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❵ à ❧❛ r❡s❝♦✉ss❡ ✕ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡t ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s
t②♣❡ ♥ ❢❴♣♦ ❧② t②♣❡ ❂ ❬ ♠♦♥♦t②♣❡ ⑤ ❜♦t ⑤ ✭ ❜♦t❴♣♦❧② ✱ ❝♦♥ s t r❴♣♦ ❧ ② ✮ ❜♦✉♥❞ ❪
❛♥❞ ❜♦t❴♣♦❧② ❂ ❬ ❜♦t ⑤ ✭ ❜♦t❴♣♦❧② ✱ ❝♦♥ s t r❴♣♦ ❧ ② ✮ ❜♦✉♥❞ ❪
❛♥❞ ❝♦♥s t r❴♣♦ ❧ ② ❂ ❬ ❝ ♦ ♥ s t r ⑤ ✭ ❜♦t❴♣♦❧② ✱ ❝♦♥ s t r❴♣♦ ❧ ② ✮ ❜♦✉♥❞ ❪
✭▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ✐❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ✭❜♦t❴♣♦❧②✱ ❝♦♥str❴♣♦❧②✮ ❜♦✉♥❞ ❞❛♥s
✉♥ t②♣❡ sé♣❛ré ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❛ ❧é❣èr❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡✱ ❧❡ t②♣❡✉r ❞❡ ❖❈❛♠❧ r❡❥❡t❛♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡
❞é❝❧❛r❛t✐♦♥✳✮
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉✱ σn ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ σ✳ ❯t✐❧✐s❡r ❞❡s ❞❡ ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s ♣❡r♠❡t ❞❡
tr❛♥s♣♦s❡r ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s t②♣❡s ✿ ♥❢❴♣♦❧②t②♣❡ ❡st ✉♥ s♦✉s✲t②♣❡ ❞❡ ♣♦❧②t②♣❡ ✦ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱
❝❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ t②♣❡ ♥❢❴♣♦❧②t②♣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦❡r❝é❡ ❡♥ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ t②♣❡ ♣♦❧②t②♣❡✱
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❧❡t ♥❢❴t♦❴♣♦❧②t②♣❡ t ❂ ✭t ✿ ♥❢❴♣♦❧②t②♣❡ ✿❃ ♣♦❧②t②♣❡✮
❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r t②♣❡ ♥❢❴♣♦❧②t②♣❡ → ♣♦❧②t②♣❡✱ ❡t ❝♦♥✈❡rt✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ♣♦❧②t②♣❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❡♥ ✉♥ ♣♦❧②t②♣❡ ❣é♥ér✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t ❧♦❣✐q✉❡ ✿ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ✿❃ ❞❡
❖❈❛♠❧ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥ ❝♦ût à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❡t ♥❢❴t♦❴♣♦❧②t②♣❡ ❡st ❝♦♠♣✐❧é❡ ✈❡rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té ✦ ❈✬❡st
❧à ✉♥ ❣❛✐♥ ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ✉s✉❡❧s✱ q✉✐ ❛✉r❛✐t ❞❡♠❛♥❞é❡ ✉♥❡
tr❛✈❡rsé❡ ❡t ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t ❧❡ t❡r♠❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t t✳
❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r é❝r✐r❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉❜st✐t✉❛♥t ✉♥ ♠♦♥♦t②♣❡
❞❛♥s ❧❡s ♠♦♥♦t②♣❡s ❡t ❧❡s ♣♦❧②t②♣❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞✉ ♠♦♥♦t②♣❡
s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣♦❧②t②♣❡✱ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r t♦✉t❡ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
★ ❧❡t r❡❝ ❡①♣❛♥❞❴♠♦♥♦❴✐♥❴♠♦♥♦ ✭✈✱ ♠✮ ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥
⑤ ❵❱❛r ✈✬ → ✐❢ ✈ ❂ ✈✬ t❤❡♥ ♠ ❡❧s❡ ❵❱❛r ✈✬
⑤ ❵❈♦♥str ✭❝✱ ❧ ✮ → ❵❈♦♥str ✭❝✱ ▲✐st ✳♠❛♣ ✭❡①♣❛♥❞❴♠♦♥♦❴✐♥❴♠♦♥♦ ✭✈✱ ♠✮✮ ❧✮
❛♥❞ ❡①♣❛♥❞❴♠♦♥♦❴✐♥❴♣♦❧② ✭✈✱ ♠✮ ✿ ♣♦❧②t②♣❡ → ❴ ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥
⑤ ★♠♦♥♦t②♣❡ ❛s ♠✬ → ✭❡①♣❛♥❞❴♠♦♥♦❴✐♥❴♠♦♥♦ ✭✈✱ ♠✮ ♠✬ ✿❃ ♣♦❧②t②♣❡✮
⑤ ❵❇♦tt♦♠ → ❵❇♦tt♦♠
⑤ ❵❇♦✉♥❞ ✭✭✈✬✱ t ✮✱ t ✬✮ → ❵❇♦✉♥❞ ✭✭✈✬✱ ❡①♣❛♥❞❴♠♦♥♦❴✐♥❴♣♦❧② ✭✈✱ ♠✮ t✮✱
✐❢ ✈ ❂ ✈✬ t❤❡♥ t✬ ❡❧s❡ ❡①♣❛♥❞❴♠♦♥♦❴✐♥❴♣♦❧② ✭✈✱ ♠✮ t✬✮
✈❛❧ ❡①♣❛♥❞❴♠♦♥♦❴✐♥❴♠♦♥♦ ✿ ✈❛r ∗ ♠♦♥♦t②♣❡ → ♠♦♥♦t②♣❡ → ♠♦♥♦t②♣❡ ❂ ❁❢✉♥❃
✈❛❧ ❡①♣❛♥❞❴♠♦♥♦❴✐♥❴♣♦❧② ✿ ✈❛r ∗ ♠♦♥♦t②♣❡ → ♣♦❧②t②♣❡ → ♣♦❧②t②♣❡ ❂ ❁❢✉♥❃
▲✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s s✉r ❡①♣❛♥❞❴♠♦♥♦❴✐♥❴♣♦❧② ❡st ❢❛❝✉❧t❛t✐✈❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❝♦❡r❝✐♦♥
❡①♣❛♥❞❴♠♦♥♦❴✐♥❴♠♦♥♦ ✭✈✱ ♠✮ ♠✬ ✿❃ ♣♦❧②t②♣❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡①♣❛♥❞❴♠♦♥♦❴✐♥❴♠♦♥♦
r❡♥✈♦②❛♥t ✉♥ ♠♦♥♦t②♣❡✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ✐♠♣♦s❡r❛✐t ❛✉① ❛✉tr❡s
❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ r❡♥✈♦②❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦♥♦t②♣❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡✉t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ r❡♥✈♦②❡r ❵❇♦tt♦♠✳
◆♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t très ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❙✐ ❧❡ t②♣❡ ❡st ✉♥ ♠♦♥♦t②♣❡
♦✉ ⊥✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ✐♠♠é❞✐❛t✳ ❙✐♥♦♥✱ ❝✬❡st ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜♦r♥é❡✱ ❡t ♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t
s❡s ❞❡✉① s♦✉s✲♣❛rt✐❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❛✉ ✈♦❧ t♦✉t❡ rè❣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❡st
❧✐é❡ ❞❡✉① ❢♦✐s✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡t ❧✐é❡s s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s✳
❧❡t r❡❝ ♥❢ ✿ ♣♦❧②t②♣❡ → ♥❢❴♣♦❧②t②♣❡ ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥
⑤ ★❜♦t ⑤ ★♠♦♥♦t②♣❡ ❛s t → t
⑤ ❵❇♦✉♥❞ ✭✭✈✱ t ✮✱ t ✬✮ →
♠❛t❝❤ ♥❢ t ✇✐t❤
⑤ ★♠♦♥♦t②♣❡ ❛s ♠ → ♥❢ ✭❡①♣❛♥❞❴♠♦♥♦❴✐♥❴♣♦❧② ✭✈✱ ♠✮ t✬✮ ✭∗ ❊q−▼♦♥♦ ∗✮
⑤ ★❜♦t❴♣♦❧② ❛s t →
✼✶
❨❛❦♦❜♦✇s❦✐
♠❛t❝❤ ♥❢ t✬ ✇✐t❤
⑤ ❵❱❛r ✈✬ → ✐❢ ✈ ❂ ✈✬ t❤❡♥ t ✭∗ ❊q−❱❛r ∗✮ ❡❧s❡ ❵❱❛r ✈✬ ✭∗ ❊q−❋r❡❡ ∗✮
⑤ ★❜♦t → ❵❇♦tt♦♠ ✭∗ ❊q−❋r❡❡ ∗✮
⑤ ★❝♦♥str❴♣♦❧② ❛s t✬ →
❧❡t ❢t✈ ❂ ❢t✈❴♣♦❧②t②♣❡ ✭t✬ ✿ ❝♦♥str❴♣♦❧② ✿❃ ♣♦❧②t②♣❡✮ ✐♥
✐❢ ▲✐st ✳♠❡♠ ✈ ❢t✈ t❤❡♥ ❵❇♦✉♥❞ ✭✭✈✱ t ✮✱ t ✬✮
❡❧s❡ t ✬ ✭∗ ❊q−❋r❡❡ ∗✮
❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦❧②t②♣❡ → ♥❢❴♣♦❧②t②♣❡ ❡st ❢❛❝✉❧t❛t✐✈❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛
❝♦❡r❝✐♦♥ ✭t ✬ ✿ ❝♦♥str❴♣♦❧② ✿❃♣♦❧②t②♣❡✮ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ t ✬ ❛ ♣♦✉r t②♣❡
❝♦♥str❴♣♦❧②✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ♣♦❧②t②♣❡ ✭q✉✐ ❡st ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❢t✈❴♣♦❧②t②♣❡✮✳
❙❛♥s ❝♦❡r❝✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞✬❡rr❡✉r s✉✐✈❛♥t ✿
✶ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤❛s t②♣❡
✷ ❬❃ ❝♦♥str❴♣♦❧② ❪ ❂
✸ ❬❃ ❵❇♦✉♥❞ ♦❢ ✭✈❛r ∗ ❜♦t❴♣♦❧②✮ ∗ ❝♦♥str❴♣♦❧②
✹ ⑤ ❵❈♦♥str ♦❢ ❝♦♥str ∗ ♠♦♥♦t②♣❡ ❧✐st
✺ ⑤ ❵❱❛r ♦❢ ✈❛r ❪
✻ ❜✉t ✐s ❤❡r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t②♣❡ ♣♦❧②t②♣❡ ❂
✼ ❬ ❵❇♦tt♦♠
✽ ⑤ ❵❇♦✉♥❞ ♦❢ ✭✈❛r ∗ ♣♦❧②t②♣❡✮ ∗ ♣♦❧②t②♣❡
✾ ⑤ ❵❈♦♥str ♦❢ ❝♦♥str ∗ ♠♦♥♦t②♣❡ ❧✐st
✶✵ ⑤ ❵❱❛r ♦❢ ✈❛r ❪
✶✶ ❚②♣❡ ❜♦t❴♣♦❧② ❂ ❬ ❵❇♦tt♦♠ ⑤ ❵❇♦✉♥❞ ♦❢ ✭✈❛r ∗ ❜♦t❴♣♦❧②✮ ∗ ❝♦♥str❴♣♦❧② ❪
✶✷ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t②♣❡ ♣♦❧②t②♣❡ ❂
✶✸ ❬ ❵❇♦tt♦♠
✶✹ ⑤ ❵❇♦✉♥❞ ♦❢ ✭✈❛r ∗ ♣♦❧②t②♣❡✮ ∗ ♣♦❧②t②♣❡
✶✺ ⑤ ❵❈♦♥str ♦❢ ❝♦♥str ∗ ♠♦♥♦t②♣❡ ❧✐st
✶✻ ⑤ ❵❱❛r ♦❢ ✈❛r ❪
✶✼ ❚❤❡ ❢✐rst ✈❛r✐❛♥t t②♣❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❛❣✭s✮ ❵❈♦♥str✱ ❵❱❛r
❉ét❛✐❧❧♦♥s ✿ t ✬ ❛ ❧❡ t②♣❡ ❬❃ ❝♦♥str❴♣♦❧②❪✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t②♣❡ ♣♦❧②t②♣❡ ✭❧✐❣♥❡s ✶✕✶✵✮✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❵❇♦✉♥❞ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ✭❧✐❣♥❡s ✸ ❡t ✽✮ s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ✿
❧❡s t②♣❡s ❜♦t❴♣♦❧② ❡t ♣♦❧②t②♣❡ s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ✭❧✐❣♥❡s ✶✶✕✶✻✮✱ ❧❛ r❛✐s♦♥ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧✐❣♥❡ ✶✼✳
❙❛♥s ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s ▲❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t✱ ❛✉ ♣r✐① ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
❧♦✉r❞❡✉r✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐❡s st❛t✐q✉❡s q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉ ✐❝✐✳ ▲✬❛✉t❡✉r ❛ t❡sté ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥❢ rés✉❧t❛♥t❡ ❢❛✐t ✷✷ ❧✐❣♥❡s✱ à ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ✶✺ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ✭s♦✐t
✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ✹✻✪✱ s❛♥s ❝♦♠♣t❡r ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❞❡ ✸ ❧✐❣♥❡s ❝❤❛❝✉♥❡✮ ❀ ❡❧❧❡ ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ❝❧❛✐r❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣ér❛t✐❢ ❞✬é❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❢t✈❴♣♦❧②t②♣❡ ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ ❛❣✐ss❡ s✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❝♦♥str❴♣♦❧② ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬é❝r✐r❡ ❞❡✉① ❢♦✐s✮✳ ❯♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❝♦♥str❴♣♦❧② ⇒ ♣♦❧②t②♣❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡♥ ❡✛❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r
|τ | ✭♦ù τ ❡st ❧❡ t②♣❡ ❝♦❡r❝é✮✱ ❧❛ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❞❡✈❛♥t tr❛✈❡rs❡r t♦✉t ❧❡ t②♣❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥✈❡rt✐r✳
◗✉✬❛✈♦♥s✲♥♦✉s ❣❛r❛♥t✐ ❄ ▲❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ σn q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛r❛❝tér✐sé ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞❡s t②♣❡s ✖ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ s✉r✲❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ rè❣❧❡ ❊q✲❋r❡❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛♣t✉ré❡ ♣❛r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ♣✉r❡♠❡♥t s②♥t❛①✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣r✐♠é✳ ■❧
❢❛✉❞r❛✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ✈❛r✐❛♥ts
♣♦❧②♠♦r♣❤❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡♥❝♦❞❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❡①♣r❡ss✐❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❇◆❋✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧s ♥✬♦✛r❡♥t ♣❛s ❞❡ ré❡❧❧❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡①♣r❡ss✐❜❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡
❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❧✐❡✉rs✳
✼✷
▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❵ à ❧❛ r❡s❝♦✉ss❡ ✕ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡t ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s
✹✳ ❉✬✉♥ ❛r❜r❡ à ❧✬❛✉tr❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ✏❞és✉❝r❛❣❡✑ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ s②♥t❛①❡ ❛❜str❛✐t❡
✭❆❙❚✮ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ❡♥ ✉♥ ❆❙❚ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥♦②❛✉✳ ❈❡s ❞❡✉① ❧❛♥❣❛❣❡s
✈♦♥t ♣❛rt❛❣❡r ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✱ ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t é❝r✐r❡ ✉♥ ❛✣❝❤❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳
✹✳✶✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ s②♥t❛①❡ ❛❜str❛✐t❡
◆♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ▼▲ ✉s✉❡❧✱ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ✳ ✳
◆♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥♦②❛✉ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞✉ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ ❡♥r✐❝❤✐
♣❛r ❧❡s ♥✲✉♣❧❡ts✱ ❧❡s ❧❡t✱ ❡t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❈❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ t②♣❛❣❡ ✭❡t ♥♦♥ ♣♦✉r ❧❛
❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ♥♦s ❝❤♦✐①✮✳
e ::= x ❱❛r✐❛❜❧❡s
| e e ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡s
| λ(x) e ❆❜str❛❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s
| let r❡❝? x = e ✐♥ e ▲❡t ✭ré❝✉rs✐❢ ♦✉ ♥♦♥✮
| i | b ❊♥t✐❡rs✱ ❇♦♦❧é❡♥s
| e+ e | e = e | . . . ❖♣ér❛t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s
| if e t❤❡♥ e ❡❧s❡ e ❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s
| (e, ..., e) ◆✲❯♣❧❡ts
ǫ ::= x ❱❛r✐❛❜❧❡s
| ǫ ǫ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
| λ(x) ǫ ❆❜str❛❝t✐♦♥
| let x = ǫ ✐♥ ǫ ▲❡t ♥♦♥ ré❝✉rs✐❢
| c ❈♦♥st❛♥t❡s
| (ǫ, ..., ǫ) ♥✲✉♣❧❡ts
▲❡s ❞❡✉① ❧❛♥❣❛❣❡s ♣❛rt❛❣❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✏❡①❛❝t❡✑ ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ♥✲✉♣❧❡ts✳
❉✬❛✉tr❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s♦♥t ✏♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t✑ ♣❛rt❛❣é❡s ✿ ❧❡s ❧❡t✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❝✉rs✐❢s ❞❛♥s ❧❡
❧❛♥❣❛❣❡ s♦✉r❝❡ ❡t q✉✐ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♥♦♥ ré❝✉rs✐❢s ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝✐❜❧❡✱ ❡t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ q✉✐ s♦♥t
♣❧✉s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝✐❜❧❡✳ ❊❧❧❡s ✐♥❝❧✉❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ❧❡s ❜♦♦❧é❡♥s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ ♣❧✉s ✭❞❡ t②♣❡ int→ int→ int✮✱ ✉♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❞❡
t②♣❡ ∀α.bool→ α→ α→ α✮✱ ✳ ✳ ✳
✹✳✷✳ ❘é❝✉rs✐♦♥ ❡t ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡t ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡s✱ ❡♥ ❧❡s str❛t✐✜❛♥t ❛✜♥
❞❡ r❡✢ét❡r ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧✬❆❙❚ ❝✐❜❧❡✳
✭∗ ❱❛❧❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ ∗✮
t②♣❡ ❣r♦✉♥❞❴❝t ❂ ❬ ❵■♥t ♦❢ ✐♥t ⑤ ❵❇♦♦❧ ♦❢ ❜♦♦❧ ❪
✭∗ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ∗✮
t②♣❡ ❝t ❂ ❬ ❣r♦✉♥❞❴❝t ⑤ ❵■❢❚❊ ⑤ ❵❖♣P❧✉s ⑤ ❵❖♣❊q ⑤ ❵❖♣❋✐① ❪
✭∗ ❈♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ ♣✉✐s ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ∗✮
t②♣❡ ❣r♦✉♥❞❴t②♣❡❝♦♥str ❂ ❬ ❵❚■♥t ⑤ ❵❚❇♦♦❧ ❪
t②♣❡ t②♣❡❝♦♥str ❂ ❬ ❵❚❱❛r ♦❢ ✈❛r ⑤ ❣r♦✉♥❞❴t②♣❡❝♦♥str ⑤ ❵❚❆rr♦✇ ♦❢ t②♣❡❝♦♥str ∗ t②♣❡❝♦♥str ❪
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❧❡t✱ ❡♥❝♦❞❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦✉ ♥♦♥ ré❝✉rs✐✈❡s✳ ▲❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❧❡t❴❛✉① ❡st ♣❛r❛♠étré ♣❛r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳
t②♣❡ ♥♦♥r❡❝ ❂ ❬ ❵◆♦♥❘❡❝ ❪
t②♣❡ r❡❝♥♦♥r❡❝ ❂ ❬ ❵❘❡❝ ⑤ ♥♦♥r❡❝ ❪
t②♣❡ ✭✬ r❡❝❴✢❛❣ ✱ ✬ ❡①♣r✮ ❧❡t❴❛✉① ❂ ❬ ❵▲❡t ♦❢ ✬ r❡❝❴✢❛❣ ∗ ✭✈❛r ∗ ✬ ❡①♣r✮ ∗ ✬ ❡①♣r ❪
✼✸
❨❛❦♦❜♦✇s❦✐
❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡st ré❝✉rs✐❢✱
❝❡ q✉✐ ❝♦♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞❡
❞é✜♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲t②♣❡s ♦✉✈❡rts ✭✐✳❡✳ ♣❛r❛♠étrés ♣❛r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s✮✱ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❝❡rt❛✐♥s
❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ ❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♦♥ ❢❡r♠❡ ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥ ✭❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s t②♣❡s✮ ❡♥ ❢✉s✐♦♥♥❛♥t
❧❡s s♦✉s✲t②♣❡s ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐s✳
✭∗ ❈♦♥str✉❝t❡✉rs ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ❞❡✉① ❆❙❚ ∗✮
t②♣❡ ✬❡①♣r ❝♦♠♠♦♥ ❂ ❬ ❵❱❛r ♦❢ ✈❛r ⑤ ❵❯♣❧❡ ♦❢ ✬ ❡①♣r ❧✐st ❪
✭∗ ❈♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ ❞❡s ❆❙❚✱ ♦✉ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♣❛rt❛❣és ∗✮
t②♣❡ ✬❡①♣r s♦✉r❝❡❴❛✉① ❂ ❬
⑤ ✬ ❡①♣r ❝♦♠♠♦♥
⑤ ❵❙❡q❆♣♣ ♦❢ ✬❡①♣r ∗ ✬ ❡①♣r ❧✐st
⑤ ❵❙❡q❆❜s ♦❢ ✈❛r ❧✐st ∗ ✬ ❡①♣r
⑤ ❵P❧✉s ♦❢ ✬ ❡①♣r ∗ ✬ ❡①♣r ⑤ ❵❊q ♦❢ ✬ ❡①♣r ∗ ✬ ❡①♣r
⑤ ❵ ■❢ ♦❢ ✬ ❡①♣r ∗ ✬ ❡①♣r ∗ ✬ ❡①♣r ❪
t②♣❡ ✬❡①♣r ❞❡st❴❛✉① ❂ ❬
⑤ ✬ ❡①♣r ❝♦♠♠♦♥
⑤ ❵❆♣♣ ♦❢ ✬❡①♣r ∗ ✬ ❡①♣r
⑤ ❵❆❜s ♦❢ ✈❛r ∗ ✬ ❡①♣r ❪
✭∗ ▲❡s ❞❡✉① ❆❙❚✱ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❢❡r♠❛♥t ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥ ∗✮
t②♣❡ s♦✉r❝❡ ❂ ❬ s♦✉r❝❡ s♦✉r❝❡❴❛✉①
⑤ ✭r❡❝♥♦♥r❡❝ ✱ s♦✉r❝❡✮ ❧❡t❴❛✉①
⑤ ❵❈t ♦❢ ❣r♦✉♥❞❴❝t ∗ ❣r♦✉♥❞❴t②♣❡❝♦♥str ❪
t②♣❡ ❞❡st ❂ ❬ ❞❡st ❞❡st❴❛✉①
⑤ ✭♥♦♥r❡❝✱ ❞❡st✮ ❧❡t❴❛✉①
⑤ ❵❈t ♦❢ ❝t ∗ t②♣❡❝♦♥str ❪
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞és✉❝r❛❣❡ ❡st ré❝✉rs✐✈❡ ❀ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t t♦✉t❡❢♦✐s ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✳ ▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦❡r❝é❡s ✈❡rs ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✉
❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐❢ s♦♥t tr❛❞✉✐ts ✈❡rs
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛♣♣r♦♣r✐é à ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✳ ➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝t❴♣❧✉s ✈❛✉t
✭ ❵❖♣P❧✉s✱ ❵❚❆rr♦✇ ✭❵❚■♥t✱ ❵❚❆rr♦✇ ✭❵❚■♥t✱ ❵❚■♥t✮✮✮✳ ▲❡s ❧❡t ré❝✉rs✐❢s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✜① ♣♦✉r
❡♥❝♦❞❡r ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥✳
❧❡t r❡❝ ❞❡s✉❣❛r ✿ s♦✉r❝❡ → ❞❡st ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥
⑤ ❵❱❛r ❴ ❛s ✈ → ✈
⑤ ❵❯♣❧❡ ❧ → ❵❯♣❧❡ ✭ ▲✐st ✳♠❛♣ ❞❡s✉❣❛r ❧✮
⑤ ❵❙❡q❆♣♣ ✭❡✱ ❧ ✮ → ❞❡s✉❣❛r❴s❡q❴❛♣♣ ✭❞❡s✉❣❛r ❡✮ ❧
⑤ ❵❙❡q❆❜s ✭❬❪✱ ❡✮ → ❞❡s✉❣❛r ❡
⑤ ❵❙❡q❆❜s ✭✈ ✿ ✿ q✱ ❡✮ → ❵❆❜s ✭✈✱ ❞❡s✉❣❛r ✭ ❵❙❡q❆❜s ✭q✱ ❡✮✮✮
⑤ ❵❈t ✭❝✱ t✮ → ❵❈t ✭✭❝ ✿❃ ❝t✮✱ ✭t ✿❃ t②♣❡❝♦♥str✮✮
⑤ ❵ ■❢ ✭❝✱ ❡✶✱ ❡✷✮ → ❞❡s✉❣❛r❴s❡q❴❛♣♣ ✭❵❈t ❝t❴✐❢✮ ❬❝❀❡✶❀❡✷❪
⑤ ❵P❧✉s ✭❡✶✱ ❡✷✮ → ❞❡s✉❣❛r❴s❡q❴❛♣♣ ✭❵❈t ❝t❴♣❧✉s✮ ❬❡✶❀❡✷❪
⑤ ❵❊q ✭❡✶✱ ❡✷✮ → ❞❡s✉❣❛r❴s❡q❴❛♣♣ ✭❵❈t ❝t❴❡q✮ ❬❡✶❀❡✷❪
⑤ ❵▲❡t ✭ ❵◆♦♥❘❡❝✱ ✭✈✱ ❡✶✮✱ ❡✷✮ → ❵▲❡t ✭ ❵◆♦♥❘❡❝✱ ✭✈✱ ❞❡s✉❣❛r ❡✶✮✱ ❞❡s✉❣❛r ❡✷✮
⑤ ❵▲❡t ✭ ❵❘❡❝✱ ✭✈✱ ❡✶✮✱ ❡✷✮ →
❵▲❡t ✭ ❵◆♦♥❘❡❝✱ ✭✈✱ ❵❆♣♣ ✭❵❈t ❝t❴✜① ✱ ❵❆❜s ✭✈✱ ❞❡s✉❣❛r ❡✶ ✮✮✮✱ ❞❡s✉❣❛r ❡✷✮
❛♥❞ ❞❡s✉❣❛r❴s❡q❴❛♣♣ ✭❡ ✿ ❞❡st✮ ✭∗ ✿ s♦✉r❝❡ ❧✐st → ❞❡st ∗✮ ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥
⑤ ❬❪ → ❡
⑤ ❡✬ ✿ ✿ q → ❞❡s✉❣❛r❴s❡q❴❛♣♣ ✭❵❆♣♣ ✭❡✱ ❞❡s✉❣❛r ❡✬✮✮ q
✼✹
▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❵ à ❧❛ r❡s❝♦✉ss❡ ✕ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡t ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s
✹✳✸✳ ▲❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡s ❞❡✉① ❛r❜r❡s
➱❝r✐r❡ ✉♥ ❛✣❝❤❡✉r ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❆❙❚ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ tr♦✐s ❢❛ç♦♥s✱ ♦r❞♦♥♥é❡s ✐❝✐ ♣❛r
❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✿
✶✳ ➱❝r✐r❡ ❞❡✉① ❛✣❝❤❡✉rs ❞✐st✐♥❝ts✱ ✉♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡✱ s❛♥s ❢❛❝t♦r✐s❡r ❞❡ ❝♦❞❡✳ ■❝✐✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ♣♦✉r
❧❡s ♥✲✉♣❧❡ts✱ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❧❡s ❧❡t ♦✉ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❞✉♣❧✐q✉é✳
❈✬❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉r❛✐t ♦❜t❡♥✉❡ s✐ ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ✉s✉❡❧s ❛✈❛✐❡♥t été ✉t✐❧✐sés✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛r❜r❡s ♣❛rt❛❣❡❛♥t ♣❡✉ ❞❡ ❝❛s ✭❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✮✱ ✐❧ ❡st
♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡✉① t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s sé♣❛rés✳
✷✳ ➱❝r✐r❡ ✉♥ ❛✣❝❤❡✉r ♦✉✈❡rt ✭♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✉♥ ❛✉tr❡ ❛✣❝❤❡✉r✮ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❝♦♠♠♦♥✱
s♦✉r❝❡❴❛✉① ❡t ❞❡st❴❛✉①✱ ♣✉✐s é❝r✐r❡ ✉♥ ❛✣❝❤❡✉r ♣♦✉r s♦✉r❝❡ ❡t ❞❡st q✉✐ ❢❡r♠❡ ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥✳ ▲❡
s❝❤é♠❛ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ s✉✐✈✐ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❡❧ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✻✳
❧❡t ♣r✐♥t❴❝♦♠♠♦♥ ♣r✐♥t ✿ ❴ ❝♦♠♠♦♥ → ✉♥✐t ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥
⑤ ❵❱❛r ✈ → ♣r✐♥t❴✈❛r ✈
⑤ ❵❯♣❧❡ ❧ → ♣r✐♥t❴str✐♥❣ ✧✭✧ ❀ ♣r✐♥t❴❧✐st ✧✱ ✧ ♣r✐♥t ❧ ❀ ♣r✐♥t❴str✐♥❣ ✧✮✧
❧❡t ♣r✐♥t❴❞❡st❴❛✉① ♣r✐♥t ✿ ❴ ❞❡st❴❛✉① → ❴ ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥
⑤ ★❝♦♠♠♦♥ ❛s ❡ → ♣r✐♥t❴❝♦♠♠♦♥ ♣r✐♥t ❡
⑤ ❵❆❜s ✭✈✱ ❡✮ → ♣r✐♥t❴str✐♥❣ ✧❢✉♥ ✧❀ ♣r✐♥t❴✈❛r ✈❀ ♣r✐♥t❴str✐♥❣ ✧ → ✧❀
♣r✐♥t ❡ ✭∗ ❆♣♣❡❧ à ❧ ✬ ❛✣❝❤❡✉r ♣❛ssé ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ∗✮
⑤ ❵❆♣♣ ✭❡✱ ❡ ✬✮ → ♣r✐♥t ❡ ❀ ♣r✐♥t ❡✬ ✭∗ ■❞❡♠ ∗✮
❧❡t r❡❝ ♣r✐♥t❴❞❡st ✿ ❞❡st → ❴ ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥
⑤ ★❞❡st❴❛✉① ❛s ❡ → ♣r✐♥t❴❞❡st❴❛✉① ♣r✐♥t❴❞❡st ❡ ✭∗ ❘é❝✉rs✐♦♥ ∗✮
⑤ ★❧❡t❴❛✉① ❛s ❧ → ♣r✐♥t❴❧❡t ♣r✐♥t❴❞❡st ❧
⑤ ❵❈t ✭❝✱ ❴✮ → ❬✳✳✳❪
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞✉ ❝♦❞❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ❡①t❡♥s✐❜❧❡✳
✸✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✱ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ✐❝✐✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s✉♣❡rt②♣❡ ❞❡s ❞❡✉①
❆❙❚✱ ❡t à é❝r✐r❡ ✉♥ ❛✣❝❤❡✉r ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❝♦❞❡ ❡st
♦♣t✐♠❛❧ ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉❝✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ♥✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ❆❙❚ ét❛♥t ❞❡s
s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡ ❝❡ s✉♣❡rt②♣❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✏❣r❛t✉✐t❡♠❡♥t✑ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❣râ❝❡
à ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s str✉❝t✉ré ♥♦s t②♣❡s✱ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✉ s✉♣❡rt②♣❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✳
t②♣❡ ❛❧❧❴❡①♣r ❂ ❬ ✭∗ ❙✉r−t②♣❡ ❞❡s ❞❡✉① ❆❙❚ ∗✮
⑤ ❛❧❧❴❡①♣r s♦✉r❝❡❴❛✉①
⑤ ❛❧❧❴❡①♣r ❞❡st❴❛✉①
⑤ ✭r❡❝♥♦♥r❡❝ ✱ ❛❧❧❴❡①♣r✮ ❧❡t❴❛✉①
⑤ ❵❈t ♦❢ ❝t ∗ t②♣❡❝♦♥str ❪
❧❡t ❝♦❡r❝❡❴s♦✉r❝❡ ① ❂ ✭① ✿ s♦✉r❝❡ ✿❃ ❛❧❧❴❡①♣r✮
❧❡t ❝♦❡r❝❡❴❞❡st ① ❂ ✭① ✿ ❞❡st ✿❃ ❛❧❧❴❡①♣r✮
❖♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❞❡ ❖❈❛♠❧ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡
❝♦♥str✉❝t❡✉r ❵▲❡t q✉✐ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ♣r❡♠✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ ❬ ❵◆♦♥❘❡❝❪ ❞❛♥s ❞❡st ❡t
✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ ❬ ❵❘❡❝ ⑤ ❵◆♦♥❘❡❝❪ ❞❛♥s ❛❧❧❴❡①♣r✳
▲✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛✣❝❤❡✉r ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐❧
♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❞❡s ❛✣❝❤❡✉rs ♦✉✈❡rts✱ ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❢❡r♠é❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳
✻◆♦✉s ♥❡ tr❛✐t♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à r❡♣❛r❡♥t❤ès❡r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ q✉✐ ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳
✼✺
❨❛❦♦❜♦✇s❦✐
❧❡t r❡❝ ♣r✐♥t❴❛❧❧ ✿ ❛❧❧❴❡①♣r → ✉♥✐t ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥
⑤ ❵❆♣♣ ✭❡✱ ❡ ✬✮ → ♣r✐♥t❴❛❧❧ ❡ ❀ ♣r✐♥t❴❛❧❧ ❡✬
✭∗ ❬✳✳✳❪ ❚♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ∗✮
❧❡t ♣r✐♥t❴s♦✉r❝❡ ❡ ❂ ♣r✐♥t❴❛❧❧ ✭❝♦❡r❝❡❴s♦✉r❝❡ ❡✮
❧❡t ♣r✐♥t❴❞❡st ❡ ❂ ♣r✐♥t❴❛❧❧ ✭❝♦❡r❝❡❴❞❡st ❡✮
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✷ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❡t ❡st à ♥♦tr❡ ❛✈✐s t♦✉❥♦✉rs ♣ré❢ér❛❜❧❡ à ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ✶✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✸ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉❡ s✐ ❧❡ s✉♣❡rt②♣❡ ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ✏s❡♥s✑✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ✐❝✐✱ ❞❛♥s
❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♠é❧❛♥❣❡r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ❆❙❚✳ ❊❧❧❡ ❡st ♣❧✉s ❜rè✈❡✱ ♠❛✐s
♠♦✐♥s ❡①t❡♥s✐❜❧❡ s✐ ❞✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❆❙❚ s♦♥t é❝r✐t❡s✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✸ ✐♠♣♦s❡ t♦✉t❡❢♦✐s ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ r✐❣✉❡✉r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❆❙❚ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❵❈t ❡t ❵▲❡t ♣r❡♥♥❡♥t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❆❙❚✱ s✐ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❝❡s
❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s s♦✉r❝❡❴❛✉① ❡t ❞❡st❴❛✉①✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡
s✉♣❡rt②♣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❢❡r♠❛♥t ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥ ✭✐❧ ❢❛✉t réé❝r✐r❡ t♦✉t ❧❡ t②♣❡ ✏à ❧❛ ♠❛✐♥✑✮✳ ❈✬❡st ❧❛
r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❧❡s ❛ ✏s♦rt✐s✑ ❞❡ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
▲❡s ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s ❛✉ q✉♦t✐❞✐❡♥ ▲✬❛✉t❡✉r ❡♠♣❧♦✐❡ très ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛♥ts
♣♦❧②♠♦r♣❤❡s ❞❛♥s s❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✳ ❉✬❛♣rès s♦♥ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés r❡♥❝♦♥tré❡s s♦♥t ❞❡ tr♦✐s
s♦rt❡s ✿
✶✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s t②♣❡s ✐♥❢érés ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ré❝✉rs✐❢s✮✳
✷✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✬❡rr❡✉rs ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s t②♣❛❜❧❡✳
✸✳ ❋❛✉t✲✐❧ ♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ à ✉♥ ❡♥❞r♦✐t ♣ré❝✐s ❞✉ ❝♦❞❡ ❄
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❢❛✐t q✉❛s✐♠❡♥t ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ❡t ❛tté♥✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❀ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞✬❡rr❡✉r
s✉r ❞❡s ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡s ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ✐♥t❡❧❧✐❣✐❜❧❡✳ P♦✉r ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣♦✐♥t✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r ❞♦✐t
❛✈♦✐r à ❧✬❡s♣r✐t ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ tr❛✈❛✐❧❧❡✱ ❡t ✐♥sér❡r ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❞ès q✉✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ r❡ç♦✐t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r q✉✐ ❛ ✉♥ t②♣❡ ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐♥t q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❛tt❡♥❞✉✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
s♦♥t ❛♥♥♦té❡s✱ ❧❡ ♠♦t❡✉r ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❛✉ ✏❜♦♥✑ ❡♥❞r♦✐t✳
❚r❛✈❛✉① ❝♦♥♥❡①❡s ❏❛❝q✉❡s ●❛rr✐❣✉❡ ❬✶❪ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡s
✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s ❞❛♥s ❖❈❛♠❧ ❀ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s
♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ✏P♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ ❛♥❞ s✉❜t②♣✐♥❣✑✳ ❉✬❛✉tr❡s
❡①❡♠♣❧❡s✱ q✉❛❧✐✜és ❞❡ ✏♠♦♥♦♠♦r♣❤❡s✑ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡
▲❛❜❧❣t❦ ❬✺❪✳ ❉❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬✷❪✱ ●❛rr✐❣✉❡ ❞é❝r✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✱ à
tr❛✈❡rs ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ é✈❛❧✉❛t❡✉r ❞❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ✷ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❉❛♥s ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬✹❪✱ ●❛rr✐❣✉❡ ❞é❝r✐t ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s✳ ▲❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ t②♣❛❣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s ❞❛♥s
❖❈❛♠❧ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❬✸❪✳ ❑❛❣❛✇❛ ❬✻❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s
❛✉✲❞❡ss✉s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❍❛s❦❡❧❧✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ▲✬❛✉t❡✉r ❡s♣èr❡ q✉❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡r❛ à ❞é♠②st✐✜❡r ❧❡s ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s✱ à ❧❛
❢♦✐s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡t ❞❡ ❧❡✉r ✐♥térêt✳ ◆♦✉s ✈♦✉❞r✐♦♥s ✐♥s✐st❡r s✉r ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ♥❢ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✱ ❞❡s✉❣❛r ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮ ♦✉ ♣r✐♥t❴❛❧❧ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮ ❡st
très ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♠ê♠❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✭t❡❧❧❡s q✉❡ ♥❢✮✱ ❧❡ s②stè♠❡
❞❡ t②♣❡s ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✉t✐❧✐sés ❀ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r ❞♦✐t
❛✈♦✐r ❡♥ têt❡ ❧❡s ❝❛s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❡t ❧❡s é❧✐♠✐♥❡r ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛ss❡rt✐♦♥s✳
✼✻
▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❵ à ❧❛ r❡s❝♦✉ss❡ ✕ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡t ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ✈❛r✐❛♥ts ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s
❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ▲✬❛✉t❡✉r t✐❡♥t à r❡♠❡r❝✐❡r ❏❛❝q✉❡s ●❛rr✐❣✉❡ ♣♦✉r s❡s r❡♠❛rq✉❡s ❡t ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
❩❛②♥❛❤ ❉❛r❣❛②❡ ❡t ❇❡♥♦✐t ❘❛③❡t ♣♦✉r ❧❡✉rs s✉❣❣❡st✐♦♥s ❡t ❧❡✉r r❡❧❡❝t✉r❡ ❛tt❡♥t✐✈❡✱ ❡t ❧❡s r❡❧❡❝t❡✉rs
❛♥♦♥②♠❡s ♣♦✉r ❧❡✉rs ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ✐❞é❡s✳
❘é❢ér❡♥❝❡s
❬✶❪ ❏❛❝q✉❡s ●❛rr✐❣✉❡✳ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ ✈❛r✐❛♥ts✳ ■♥ ▼▲ ❲♦r❦s❤♦♣✱ ❇❛❧t✐♠♦r❡✱
❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✾✾✽✳
❬✷❪ ❏❛❝q✉❡s ●❛rr✐❣✉❡✳ ❈♦❞❡ r❡✉s❡ t❤r♦✉❣❤ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ ✈❛r✐❛♥ts✳ ■♥ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢
❙♦❢t✇❛r❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❙❛s❛❣✉r✐✱ ❏❛♣❛♥✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✵✳
❬✸❪ ❏❛❝q✉❡s ●❛rr✐❣✉❡✳ ❙✐♠♣❧❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r str✉❝t✉r❛❧ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠✳ ■♥ ◆✐♥t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❖❜❥❡❝t✲❖r✐❡♥t❡❞ ▲❛♥❣✉❛❣❡s✱ P♦rt❧❛♥❞✱ ❖r❡❣♦♥✱ ✷✵✵✷✳
❬✹❪ ❏❛❝q✉❡s ●❛rr✐❣✉❡✳ ❚②♣✐♥❣ ❞❡❡♣ ♣❛tt❡r♥✲♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ ✈❛r✐❛♥ts✳ ■♥ ❏❙❙❙❚
❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡s✱ ●❛♠❛❣♦r✐✱ ❏❛♣❛♥✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✹✳
❬✺❪ ❏❛❝q✉❡s ●❛rr✐❣✉❡✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ▼♦♥❛t❡✱ ❖❧✐✈✐❡r ❆♥❞r✐❡✉✱ ❏✉♥ ❋✉r✉s❡✱ ▼❛①❡♥❝❡ ●✉❡s❞♦♥✱ ❛♥❞ ❙t❡❢❛♥♦
❩❛❝❝❤✐r♦❧✐✳ ▲❛❜❧❣t❦✱ ❛♥ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❈❛♠❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ●t❦✰✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇❢✉♥✳❦✉r✐♠s✳
❦②♦t♦✲✉✳❛❝✳❥♣✴s♦❢t✴♦❧❛❜❧✴❧❛❜❧❣t❦✳❤t♠❧✳
❬✻❪ ❑♦❥✐ ❑❛❣❛✇❛✳ P♦❧②♠♦r♣❤✐❝ ✈❛r✐❛♥ts ✐♥ ❍❛s❦❡❧❧✳ ■♥ ❍❛s❦❡❧❧ ✬✵✻ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✵✵✻ ❆❈▼
❙■●P▲❆◆ ✇♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❍❛s❦❡❧❧✱ ♣❛❣❡s ✸✼✕✹✼✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✻✳ ❆❈▼ Pr❡ss✳
❬✼❪ ❉✐❞✐❡r ▲❡ ❇♦t❧❛♥ ❛♥❞ ❉✐❞✐❡r ❘é♠②✳ ▼▲❋ ✿ ❘❛✐s✐♥❣ ▼▲ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❙②st❡♠✲❋✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ❊✐❣❤t❤ ❆❈▼ ❙■●P▲❆◆ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✷✼✕✸✽✱
❆✉❣✉st ✷✵✵✸✳
❬✽❪ ❳❛✈✐❡r ▲❡r♦②✱ ❉❛♠✐❡♥ ❉♦❧✐❣❡③✱ ❏❛❝q✉❡s ●❛rr✐❣✉❡✱ ❉✐❞✐❡r ❘é♠②✱ ❛♥❞ ❏érô♠❡ ❱♦✉✐❧❧♦♥✳ ❚❤❡ ❖❜❥❡❝t✐✈❡
❈❛♠❧ s②st❡♠ r❡❧❡❛s❡ ✸✳✶✵✱ ❉♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡r✬s ♠❛♥✉❛❧✱ ▼❛② ✷✵✵✼✳
✼✼
❏❛♥✈✐❡r ✷✵✵✽ ✕ ❏♦✉r♥é❡s ❋r❛♥❝♦♣❤♦♥❡s ❞❡s ▲❛♥❣❛❣❡s ❆♣♣❧✐❝❛t✐❢s ✕ ❏❋▲❆✵✽
✼✽
❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✽ ✕ ❏♦✉r♥é❡s ❋r❛♥❝♦♣❤♦♥❡s ❞❡s ▲❛♥❣❛❣❡s ❆♣♣❧✐❝❛t✐❢s✕ ❏❋▲❆✵✽
❚②♣❡s ❙✐♠♣❧❡s✱ ▲♦❣✐q✉❡ ❡t ❈♦❡r❝✐♦♥s ■♠♣❧✐❝✐t❡s
❈♦❞② ❘♦✉①1
✶✿ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ▲♦rr❛✐♥ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t s❡s ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
▲❖❘■❆ ✲ ❈❛♠♣✉s ❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ✲ ❇P ✷✸✾ ✲ ✺✹✺✵✻ ❱❛♥❞♦❡✉✈r❡✲❧ès✲◆❛♥❝② ❈❡❞❡①✱ ❋r❛♥❝❡
❝♦❞②✳r♦✉①❅❧♦r✐❛✳❢r
❘és✉♠é
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ s②st❡♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❡t ❞♦♥♥♦♥s
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ré❛❧✐sé ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❛❞éq✉❛t❡✱ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s✳
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡t ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ s♦♥t ❞❡✈❡♥✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞✉r❛♥t ❧❡s
❞✐① ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❝❡❝✐ à ❝❛✉s❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞♦✉❜❧❡✳ ▲❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t
♣r❛t✐q✉é❡s ❢♦♥t très s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ✈♦✐r ✉♥ ♠ê♠❡ ♦❜❥❡t s♦✉s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡
❞✐✛ér❡♥ts ❀ ✐❧ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ t♦✉t rés✉❧t❛t ♣r♦❢♦♥❞ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳
▲❡s ♣r❡✉✈❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐q✉❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t é✈✐❞❛♠♠❡♥t ❛✉ss✐ é♥♦r♠é♠❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ♦❜❥❡ts ❞✬✉♥ t②♣❡ ♣✉✐ss❡♥t êtr❡
✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞✐✛ér❡♥t✱ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❢♦♥❞❛t❡✉r ét❛♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❤ér✐t❛❣❡✱ ♠❛✐s ✐❧ s❡
tr♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥❥❡✉ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝♦❞❡✳
▲❛ ❜♦♥♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♥t✐♥✉❡r à
❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣r❡s❡♥t♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s
✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❡t ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡s t②♣❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡
❝♦❡r❝✐♦♥s✳ ❈❡❝✐ ❡st ré❛❧✐sé ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❡t ❡♥ ♣r❡s❡♥t❛♥t ❧❡ s♦✉s✲
t②♣❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❤❡♦r❡♠❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❧♦❣✐q✉❡✳ ▲✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞✉ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✑✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛❧♦rs ❞❡s ✐❞é❡s
❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❢✉t✉rs✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ✐ss✉ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ▼❛st❡r ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s r❡♠❡r❝✐❡r ▼✳ ▲♦✐❝ P♦tt✐❡r
♣♦✉r s♦♥ ❡①❡❧❧❡♥t tr❛✈❛✐❧ ❞✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t✱ ❡t t♦✉t❡ ❧✬❡q✉✐♣❡ ▼❛r❡❧❧❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ■♦❛♥❛ P❛s❝❛ ♣♦✉r
s♦♥ s✉♣♣♦rt✳
✷✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡
❉♦ré♥❛✈❛♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ✭à ❧❛ ❈❤✉r❝❤✮ ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t②♣❡s ✿
T := V | T →T
♦ù V ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡s
✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ✿
Λ := V | λV : T .Λ | (ΛΛ)
♦ù V ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s
✕ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ✿
✼✾
❈✳ ❘♦✉①
Γ, x : A ⊢ x : A
Γ ⊢ f : A→B Γ ⊢ t : A
Γ ⊢ (f t) : B
Γ, x : A ⊢ t : B
Γ ⊢ λx : A.t : A→B
❈♦♠♠❡ ❞❡ ❝♦✉t✉♠❡✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s A1→A2 . . . An−1→An ♣♦✉r A1→(A2 . . . (An−1→An) . . .) ❡t
t u1 . . . un ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ (. . . (t u1) . . .)un✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❡ ♣❧✉s t[x← u] ♣♦✉r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ x ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ u ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ t✳ ❈♦♠♠❡ s♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❞❡ t❡❧❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s
❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❇❛r❡♥❞r❡❣t ❬✷❪✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❛✐ss❡r t♦✉t❡s ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ❞✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♠❡
❡①❡r❝✐❝❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré♦r❞r❡ ≤ s✉r ❧❡s t②♣❡s
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Γ ⊢ t : A A ≤ B
Γ ⊢ t : B
■❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞✬✐♠♣♦s❡r à ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬êtr❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré♦r❞r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡
r❡❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t très ❜✐❡♥ ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ❀ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs A ≡ B s❛♥s ❛✈♦✐r ♣♦✉r ❛✉t❛♥t
A = B✳ ❈❡❝✐ ♥❡ ♣♦s❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ s❛✉❢ q✉❛♥❞ ❧❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ t❡r♠❡s
❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✱ ♦ù ✐❧ s❡ ♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ❡♥ r❡♣❛r❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✻✳
▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡st ❞é❥❛ ❝❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ✿ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡
❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ✉♥ ♦❜❥❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s✳ ❙✐ ❝❡t ♦❜❥❡t ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠ê♠❡s
❛s♣❡❝ts ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s q✉✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞✐✛ér❡♥t✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s
♠ê♠❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ♣✉ ❡✛❡❝t✉❡r s✉r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ t②♣❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡
♣❤❛r❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡st ❧✬❤ér✐t❛❣❡✳
▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡ ❡t ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ♣❡✉t s♦✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❛②❛♥t
❞❡✉① ❛s♣❡❝ts très ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✈♦✐r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
s✐♠♣❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭❝❡t ❛s♣❡❝t r❡❥♦✐♥t ❛❧♦rs ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤ér✐t❛❣❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✮✱ ♦✉ ✉♥ ♣♦❧②✲
♥ô♠❡ ❝♦♠♠❡ s♦✐t ✉♥❡ ❧✐st❡ ✭✜♥✐❡✮ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉✐té
❡st ♦♠♥✐♣rés❡♥t❡ ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❡t ❛✈♦✐r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉✐tés s❡♠❜❧❡
êtr❡ ✉♥ ❡♥❥❡✉ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❧❡ ❝♦r♣✉s ❞❡s ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s s❝♦❧❛✐r❡s ✭✉♥ ❡♥❥❡✉ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❞❡✈❡♥✐r ré❛❧✐st❡✮✳
■❧ ♥♦✉s r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡t à
❞♦♥♥❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡
❝♦❡r❝✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡t ❡✛❡❝t✐✈❡✳
✸✳ ❉❡s ❈♦❡r❝✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❚②♣❡s ❙✐♠♣❧❡s
▲❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ét❛♥t tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣r❡♥❛♥t
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❬✶✹❪ ❛✈❡❝ ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❝♦♥str✉✐ts✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈♦✐r A→B ≤ C→D s❛♥s ❛✈♦✐r C ≤ A ❡t B ≤ D✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t
❞❡ ❧❡✈❡r ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✐ss✉s ❞❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐q✉❡s✳ ❯♥❡
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❬✶✺❪✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞✬❛❞♦♣t❡r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❬✶✶❪ ❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥ q✉♦✐ ❝♦♥s✐st❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ✿ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ❧❡s t②♣❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
❡t ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡s t②♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✿
✽✵
■♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s
❆①
Γ, A ⊢ A
Γ, A ⊢ B
❆❜s
Γ ⊢ A→B
Γ ⊢ A→B Γ ⊢ A
❈✉t
Γ ⊢ B
❙♦✉s ❝❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s♦♥t ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ C ❡t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ t ❞❡ t②♣❡ A ✈❡rs ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡
t②♣❡ B r❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs à ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡
C, A ⊢ B
❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ à ❞é✜♥✐r✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
✐♠♣❧✐❝❛t✐✈❡✳ ■❧ s❡r❛ ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ t′ ❞❡ t②♣❡ B
à ♣❛rt✐r ❞✉ t❡r♠❡ t✱ ❝✬❡st ❝❡ t❡r♠❡ q✉✐ s❡r❛ ❧❡ ❝♦❡r❝é ❞❡ A ✈❡rs B✳ ❉❡ q✉♦✐ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❧✬❛✐r ❝❡tt❡
❧♦❣✐q✉❡ ❄ ❈❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✬✐♠♣♦s❡♥t✳
✶✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ A ❞♦✐t ❢♦r❝é♠❡♥t êtr❡ ✏❝♦♥s♦♠♠é❡✑ ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ♣❛r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ■❧ ❡st
❡♥ ❡✛❡t ✐♠♣❡♥s❛❜❧❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t ❞❡ t②♣❡ A ✈❡rs ✉♥ t❡r♠❡ t′ ❞❡ t②♣❡ B ♥❡
❢❛ss❡ ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ✉♥❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s f ❡st ❞❡ t②♣❡ U→V ❡t B ≡ U→V
❛❧♦rs ❧❡ t❡r♠❡ t′ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✉ s❡✉❧ t❡r♠❡ f ✳
✷✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ ❞ér❛♥❣é ✿ s✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ A ≡ U→U→V ✱ B ≡
U→U→V ′ ❡t q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❛♥s C ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ f ❞❡ t②♣❡ V→V ′✱ ❧❡ t❡r♠❡ t′ ❢♦r♠é ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s
êtr❡ λx : U.λy : U.f (t y x)✱ ♠❛✐s λx : U.λy : U.f (t x y)✳
✸✳ ■❧ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s êtr❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✏❞✉♣❧✐q✉❡r✑ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ A✳ ◆♦✉s ♥❡ ✈♦✉❧♦♥s ♣❛s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❢♦r♠❡r ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s t②♣❡s A→A→B ❡t A→B s❛♥s ❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥
❛♣♣r♦♣r✐é❡✳
■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s♦♥t s✉❥❡tt❡s ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ q✉✬✉♥ ét✉❞✐❛♥t ❝♦♥❢r♦♥té à ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞♦♥t ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♦♥t étés ✐♥✈❡rsés
♣❡✉t ♥é♥♠♦✐♥s ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✈✉❡ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ❞❡
s❡♥s✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬✉♥ r❡❧❛❝❤❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r♦✉✈❡✉r ❞❡ t❤é♦rè♠❡s
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳
■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r à ❧❛ ♣❛rt✐❡ C ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥✐r q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s
✭❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡s t②♣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s t②♣❡s ♥♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✱ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t r❡♣rés❡♥t❡r
❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞ès q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡✳ ◆♦✉s ❛✉r✐♦♥s ❛❧♦rs✱ s✐ U r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❡t ✉♥✐✈❡rs✱ ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❡♥tr❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s U→A ❡t A✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❡st ❛❞♦♣té❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s②st❡♠❛t✐q✉❡
❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♥✬❡①♣❧♦r♦♥s ♣❛s ♣❧✉s ❡♥ ❛✈❛♥t ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♣❛♣✐❡r✱
❡t ❞♦ré♥❛✈❡♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ C ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✳
✸✳✶✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s
❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t r❡♠♥✐s❝✐❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬✾❪ ❡t ❞❡ ❧❛ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❧♦✲
❣✐❝❬✶❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣❡✉ tr♦♣ ❡①♣r❡ss✐✈❡s✳ ❆♣rès ♣❧✉s✐❡✉rs t❡♥t❛t✐✈❡s✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ s②stè♠❡ q✉✐ s✉✐t✳
◆♦✉s sé♣❛r♦♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s✱ ❧✬❛✉tr❡ ❝♦♥t✐❡♥t
✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t②♣❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❞♦♥t ♦♥ ✈❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥✳ ❖♥
❞é✜♥✐t ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❯♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ P := V | P→P ❆✈❡❝ V ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ 〈C, H〉 ❛✈❡❝ C ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
P1→P2 ❡t P1, P2, H ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳
✽✶
❈✳ ❘♦✉①
❖♥ ♥♦t❡r❛ C; H ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 〈C, H〉 ❡t C, T ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ C ∪ {T}✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ⊢❝♦❡r ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
❆①
C; H ⊢❝♦❡r H
C, A→B; H ⊢❝♦❡r A
❆♣♣
C, A→B; H ⊢❝♦❡r B
C; C ⊢❝♦❡r A C; B ⊢❝♦❡r D
❈♦♥tr
C; A→B ⊢❝♦❡r C→D
C; A ⊢❝♦❡r B C; B ⊢❝♦❡r C
❈✉t
C; A ⊢❝♦❡r C
◆♦✉s é❝r✐r♦♥s ⊢ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ⊢❝♦❡r ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ s❡r❛ ❝❧❛✐r✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦r♠❡r ❧❛ ❝♦❡r❝✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉❡
à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ✿ ❝✬❡st ❝❡❝✐ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠♣❧✐r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠ér♦ ✶ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ rè❣❧❡ ❡st ❧❛ rè❣❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✱ ❝✬❡st ❡❧❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r
❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ rè❣❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥❝❡✱ s❛ ❢♦r♠❡ ♥♦✉s
❞♦♥♥❡ ❧❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❊♥✜♥ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ s♦✐t
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡s ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s✱ ❝✬❡st
à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❈✉t ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡✳ ■❝✐ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞♠✐s✲
s✐❜❧❡ ❀ ❝❡❝✐ ✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r à
❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ⊢ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s
❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s✱ ❝❡ s❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t
❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❈❡❝✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜❧✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛✐r❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ C; H ♥✬❡st ♣❛s s❛♥s r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s s②stè♠❡s
à ❜é♥✐t✐❡r ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✵❪✮ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ séq✉❡♥t ❡st ♠✐s❡ à ❧✬é❝❛rt ❞✉ r❡st❡
❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❡st ❞❡ ♠✐❡✉① ❣ér❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s
♥✬❛✈♦♥s ✐❝✐ ❛✉❝✉♥❡ ré❣❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✏r❡♠♣❧✐r✑ ❧❡ ❜é♥✐t✐❡r✱ ❡t ♥♦s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡tt❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ♣❧✉s t❛r❞✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬✉♥ séq✉❡♥t ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ séq✉❡♥t ❞❛♥s
❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s✳
✸✳✷✳ ❧❡s t❡r♠❡s
❊①❛♠✐♥♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❝❡s rè❣❧❡s s♦✉s ❧❡s ❧✉♠✐èr❡s ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ✿ ❧❡s rè❣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ λ✲t❡r♠❡s s♦♥t
❆①
C; t : H ⊢ t : H
C, f : A→B; t : H ⊢ u : A
❆♣♣
C, f : A→B; t : H ⊢ (fu) : B
C; x : C ⊢ a : A C; y : B ⊢ d : D
❈♦♥tr
C; t : A→B ⊢ λx : C.d[y←(ta)] : C→D
C; x : A ⊢ b : B C; y : B ⊢ c : C
❈✉t
C; x : A ⊢ c[y←b] : C
❉♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❡t C ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s {A→(A→A)}✳
◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠♦♥tr❡r C; A ⊢ A→A→A✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❆①
C; A ⊢ A
❆♣♣
C; A ⊢ A→A
❆①
C; A ⊢ A
❆①
C; A ⊢ A
❆♣♣
C; A ⊢ A→A
❈♦♥tr
C; A→A ⊢ A→A→A
❈✉t
C; A ⊢ A→A→A
✽✷
■♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s
❊♥ r❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
φ : A→(A→A); t : A ⊢ λx : A.λy : A.φ[(φt)x]y : A→A→A
❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡r♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞és✐r❡ ❛✈♦✐r ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❡st é✛❡❝t✉é❡ ❡♥tr❡ A ❡t
A→A→A✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡✱ s✐ ♦♥ ❡✛❛❝❡ ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡
t❡r♠❡ ✭♥♦♥ t②♣é✮ λx.λy.txy ։η t✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧ q✉❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❡✛❛❝é❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❡♠♣❧♦②é❡s✱ ❧❡ t❡r♠❡ ♦❜t❡♥✉ s♦✐t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ♠♦❞✉❧♦ η✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉✬✐❧ ❡♥ ❡st ❛✐♥s✐ ✭t❤é♦rè♠❡ ✶✮ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❝♦♥str✉✐t❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳
❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ s♦✐t C ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s ✭✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ U→V ✮✱ t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡ t②♣❡ A✱ ❡t u ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ B✳
▲❡♠♠❡ ✶ ❙✐ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s C; t : A ⊢ u : B ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❛❧♦rs t♦✉t❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ f ∈ C ❞❛♥s u ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s u ❡st ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ λx : T.u′ ♦✉ (f u′) ❛✈❡❝ f ∈ C✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥
■♥❞✉❝t✐♦♥ é✈✐❞❡♥t❡ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ u✳ 
▲❡♠♠❡ ✷ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ s✐ C; t : A ⊢ u : B ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❛❧♦rs ❧✬✉♥✐q✉❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
❞❡ t ❞❛♥s u ❡st s♦✐t à ❣❛✉❝❤❡ s♦✐t à ❞r♦✐t❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ s♦✐t u = t✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥
❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ u✳ 
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t eff : Λ→Λ♣✉r ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡
❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ eff (x) = x s✐ x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
✕ eff (λx : A.t) = λx.eff (t)
✕ eff (ft) = eff (t) s✐ f ∈ C✱ (eff (f)eff (t)) s✐♥♦♥✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs é♥♦♥❝❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ é✈♦q✉é ❝✐✲❞❡ss✉s ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ C; t : A ⊢ u : B✳ ❆❧♦rs ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t eff (u)❡st η✲ré❞✉❝t✐❜❧❡ à ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ t✳
❚♦✉t t❡r♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ s❡r❛ ❞✐t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦❡r❝✐✈❡✳
❉é♠♦♥st❛t✐♦♥ ✿ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ C; t : A ⊢ u : B✳
✕ ❙✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❆① ❛❧♦rs t = u ❡t ❞♦♥❝ eff (u)։η t✳
✕ ❙✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❆♣♣ ❛❧♦rs u = (fu′) ❡t ♦♥ ❛ eff (u) = eff (u′)։η t✳
✕ ❙✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ❡st ❈♦♥tr ❛❧♦rs u = λx : T.u′(tu′′(x)) ❡t ❞♦♥❝ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥
eff (u)։η λx.tx→ηt✳
✕ ❙✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ❡st ❈✉t ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝❧❛✐r✳
✷
❖♥ ❛ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❙♦✐t u ✉♥ λ✲t❡r♠❡ t②♣é ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ t : A t❡❧ q✉❡ ✿
✶✳ ❧❡ t❡r♠❡ u ❡st ❞❡ t②♣❡ B ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ C, t : A
✷✳ u ❡st ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝♦❡r❝✐✈❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ eff (u)։η t
❛❧♦rs C; t : A ⊢ u : B ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ◆♦✉s r❛✐s♦♥♥♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ t❡r♠❡ u✳ ▲❡ t❡r♠❡ u ❡st
s♦✐t t✱ s♦✐t ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ s♦✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
✕ ❙✐ u = u1u2 ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs eff (u) ։η t ✐♠♣❧✐q✉❡ u1 = f ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ f ∈ C✳
P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ C; t : A ⊢ u2 : B
′ ❡t ❞♦♥❝
C; t : A ⊢ fu : B ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❆♣♣✳
✕ ❙✐ u = λx : T.u′ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ eff (u′) ։η tx ❡t ❞♦♥❝ u
′ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ u1(u2(t)u3(x))
❛✈❡❝ u1, u2, u3 s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦❡r❝✐✈❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ λx : T.u1(t u3(x)) ❣râ❝❡ à ❈♦♥tr✱ ♣✉✐s ✉t✐❧✐s❡r ❈✉t ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ u✳
✷
❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s q✉❡ ♣r♦❞✉✐t ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✳
❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ β ❡t η✱ ❡t ❧❡s t❡r♠❡s ♣r♦❞✉✐ts s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥ts ✿
✽✸
❈✳ ❘♦✉①
▲❡♠♠❡ ✸ ❙✐ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s u ❡st s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦❡r❝✐✈❡ ❛❧♦rs
✶✳ u ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t
✷✳ ♣♦✉r t♦✉t λ✲t❡r♠❡ v✱ u։βη v ⇒ v ❡st s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦❡r❝✐✈❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ▲❡ t❡r♠❡ u ét❛♥t t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
C, t : A✱ ✐❧ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ✭✈♦✐r ❬✸❪✮✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t eff (u) ։η t ❛✈❡❝ t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r ❞❡ ❧❛ βη✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❬✷❪✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ v βη✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à u ✿
eff (u)
βη
//
η
$$I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
eff (v)
η

t
❈❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ t♦✉t❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ♥✬❡st
♣❛s ♥❡❝❝❡s❛✐r❡ ✿ ❧❡s t❡r♠❡s ♥✬❛②❛♥t ✐❝✐ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦❝❝✉r❡♥❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ♠♦♥tr❡r✳
✹✳ ▲✬❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❈♦✉♣✉r❡s
■❧ r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é C, A, B
❞❡ ✈♦✐r s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❞❡ A ✈❡rs B✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❈✉t✱
❝❛r ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡t r❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♣ré❝✐sé✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉r ❝❡❧❛ r❛❥♦✉t❡r ❞❡s rè❣❧❡s à ♥♦tr❡ ❧♦❣✐q✉❡
♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ s②♠étr✐q✉❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❆♣♣ ❡t
❈♦♥tr✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❆① ét❛♥t ❞é❥❛ s②♠étr✐q✉❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②♠♠❡tr✐❡s ♣♦✉r
♠♦♥tr❡r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s s❡q✉❡♥ts ❞❡ ●❡♥③❡♥ ✭♠❛✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❜✐❡♥ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞é❥❛ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✮✳
❖♥ r❛❥♦✉t❡ ❞♦♥❝ ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✭❛♥♥♦té❡s✮ à ❈♦❡r ✿
C, f : A→B; t : B ⊢ c : C
❆♣♣✐♥
C, f : A→B; u : A ⊢ c[t←(fu)] : C
❆✈❡❝ u ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛î❝❤❡ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♥♦♥ ❧✐é❡ ❞❛♥s c✳
C′; x : A ⊢ d : D C′; y : E ⊢ b : B C′; z : C ⊢ h : H
❈♦♥tr✐♥
C′; t : D→E ⊢ h [z←(f λx : A.b[y←(td)])] : H
❆✈❡❝ C′ = C, f : (A→B)→C✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛
❝♦✉♣✉r❡✳
❖♥ ✈❡✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✶ ❙♦✐t ✉♥ séq✉❡♥t C; t : A ⊢ u : B ❞ér✐✈❛❜❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ séq✉❡♥t
C; t : A ⊢ u′ : B ❛✈❡❝ u′ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ u q✉✐ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❛ rè❣❧❡ ❈✉t✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ t❡r♠❡ u ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳
❈♦♠♠❡ ♥♦tr❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞é✜♥✐ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❧❛♠❜❞❛ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
✏s✉❜❥❡❝t r❡❞✉❝t✐♦♥✑ ❞✉ ❧❛♠❜❞❛ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡t ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ t♦✉t t❡r♠❡
❝♦❡r❝✐❢✱ s✐ ✐❧ ❡st ♠✐s s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ❣❛r❞❡ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é
✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ u✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❡r ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✱ ♣✉✐s ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s
♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s u ❡♥ ❢♦r♠❡ β✲♥♦r♠❛❧❡✳
▲❡♠♠❡ ✹ ❙✉♣♣♦s♦♥s✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ q✉❡ u = c(t) ❡t c(t) = c0(d0(t))✱ ❛✈❡❝ c0 ❡t
d0 s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦❡r❝✐✈❡✳ ❆❧♦rs s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ c0(x) ❡t d0(t) s❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❈✉t✱ ❡t q✉❡ c(t) ❡st
❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ t❡r♠❡ c(t) s❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❈✉t✳
✽✹
■♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡ d0✳ ❙✐ d0(t) = t ❛❧♦rs
c(t) = c0(t) ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t s❛♥s ❝♦✉♣✉r❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❙✐♥♦♥ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s rè❣❧❡s
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s✱ d0(t) ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
✕ d0(t) = (fd1(t)) ❛✈❡❝ f ∈ C ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❛♣♣✐♥ ❛✉
t❡r♠❡ c0(t) ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❡r♠❡ c0(ft) s❛♥s ❝♦✉♣✉r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à d1 ❡t c0(ft) ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❡r♠❡ c(t) = c0(fd1(t))
✕ d0(t) = λx : T.d1(d2(t)d3(x))✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λx : T.u ❡st ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♥tr ♣✉✐s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s
s❡✉❧❡s rè❣❧❡s ❆♣♣✐♥ ❡t ❈♦♥tr✐♥✳ ❆♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♥tr ❧❡ t❡r♠❡ ❡st é❣❛❧ à
λx : T.d1(t d3(x))✱ ♣✉✐s ❧❡s rè❣❧❡s ❆♣♣✐♥ ❡t ❈♦♥tr✐♥ ♥✬❡✛❡❝t✉❡♥t q✉❡ ❞❡s r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts
s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t✳
❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✱ s♦✐t c0(t) = t ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡✱ s♦✐t ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ t ❞❛♥s c0(t)
❡st ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ s♦✐t ❡❧❧❡ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ❡♥ ❢❛✐t ♣❛s
êtr❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝❛r ❛❧♦rs c0(d0(t)) ❝♦♥t✐❡♥❞r❛✐t ✉♥ r❡❞❡① ❡♥❥❡♥❞ré
♣❛r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s d0✳ ❈❡tt❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t
❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ c0(t) = c1(ft) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ f ∈ C✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❝♦♥tr✐♥ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ t❡r♠❡
c2(t) = c1(f λx : T.d1(t d3(x)))
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥❝❧✉r❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à d2 ❡t c2✳
❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳ ✷
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s A ⊢ B ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ C; A ⊢ B s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s ♥✬❡st
♣❛s ❛♠❜✐❣✉✳
✺✳ ▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬■♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❚②♣❡
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❡♠❛rq✉❡r ❧❛ ❝❤♦s❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❡s rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞✉
❜❛s ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t ✭❜♦tt♦♠✲✉♣✮ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s t②♣❡s ❞✐♠✐♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❈♦♥tr ❡t ❈♦♥tr✐♥✱ ❡t ❡❧❧❡
❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s t②♣❡s ❞❛♥s C ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❆♣♣ ❡t ❆♣♣✐♥✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❈✉t ♣♦s❛✐t
♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ♣♦✉r s✬❡♥ ❞é❜❛r❛ss❡r✳ ▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r
✉♥ séq✉❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ C; A ⊢ B ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡s t②♣❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s
❧❡s séq✉❡♥ts s❡r♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❜♦r♥é❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❞é♣❧❛ç♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ séq✉❡♥ts
♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❝❡❝✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡✳
✺✳✶✳ ▲❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦❡r
❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s C ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r✱
ét❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡✉① t②♣❡s A ❡t B s✐ C; A ⊢ B ❡t✱ ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱ ❞♦♥♥❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❛ss♦❝✐é ✿
✽✺
❈✳ ❘♦✉①
❈♦❧♦❣(A : t②♣❡, B : t②♣❡, L : s❡q❧✐st, t : ✈❛r) : t❡r♠
✐❢ 〈A, B〉 ∈ L
t❤❡♥ r❡t✉r♥ ❢❛✐❧
❡❧s❡ L←〈A, B〉 :: L
tr②
❆①(A = B)
r❡t✉r♥ t
❆♣♣(f : C→B ∈ C)
r❡t✉r♥ f(❈♦❧♦❣(A, C, L, t))
❈♦♥tr(A = A1→A2, B = B1→B2)
r❡t✉r♥ ❧❡t y = (t ❈♦❧♦❣(B1, A1, L, x)) ✐♥ λx : B1.❈♦❧♦❣(A2, B2, L, y)
❆♣♣✐♥(g : A→C ∈ C)
r❡t✉r♥ ❧❡t y = (g t) ✐♥ ❈♦❧♦❣(C, B, L, y)
❈♦♥tr✐♥(A = A1→A2, f : (B1→B2)→C ∈ C)
r❡t✉r♥
❧❡t z =
(❧❡t y = (t ❈♦❧♦❣(B1, A1, L, x)) ✐♥ (f λx : B1.❈♦❧♦❣(A2, B2, L, y)))
✐♥ ❈♦❧♦❣(C, B, L, z)
❖♥ ❞é❝✐❞❡ ❛❧♦rs s✐ C; A ⊢ B ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t ❈♦❧♦❣(A, B, [], t)✱ s✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
r❡♥✈♦✐❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ s✐♥♦♥ ✐❧ r❡♥✈♦✐❡ ❋❆■▲✳
▲❡ tr② ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✿ ✐❧ ❢❛✉t ❡ss❛②❡r t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❛✜♥
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧s ré❝✉rs✐❢s✳ ❯♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡ ❡st ❛❧♦rs é❧❛❣✉é s✐ ✉♥ ❛♣♣❡❧ s❡
t❡r♠✐♥❡ ❡♥ é❝❤❡❝ ✭❝✬❡st ❧❡ ❢❛✐❧✮✳ ❖♥ ✈❡✉t ❛❧♦rs ré❝✉♣❡r❡r ❧❡s ♥♦❡✉❞s ♥♦♥ ❝♦✉♣és ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❝❧❛r❛t✐✈❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡
P❘❖▲❖● ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳
■❧ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ♣❛r ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s t②♣❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❡❧s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ s♦♥t ❜♦r♥é❡s✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡
♣❛ssé❡ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❣r❛♥❞✐t str✐❝t❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❡❧✳ ■❧ ❛rr✐✈❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥❞r♦✐t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡
❜r❛♥❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s♦✐t ❧❡ séq✉❡♥t 〈A, B〉 ❡st ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡✱ s♦✐t A = B✳ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡s ❛♣♣❡❧s
❡st ❞♦♥❝ à ❝❤❡♠✐♥s ✜♥✐s ❡t ❝❤❛q✉❡ ❛rrêt❡ à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✜❧s ✜♥✐✱ ❧✬❛r❜r❡ ❡st ❞♦♥❝ ✜♥✐✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
t❡r♠✐♥❡✳
✺✳✷✳ ▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❚②♣❛❣❡
❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❛✈❡❝ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡s ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✳ ◆♦✉s
✈♦✉❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ s✐ ❧❡ t❡r♠❡ ❡st t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s
❛✈❡❝ ❝♦❡r❝✐♦♥s ❡t s✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❞♦♥♥❡r s♦♥ t②♣❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣✉✐ss❛♥t ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ +❘ : ❘→❘→❘ ❡t +◆ : ◆→◆→◆ q✉❡
♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞é♥♦t❡r ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ +✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ t②♣❡
✏✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✑ I+ ❤❛❜✐té ♣❛r ❧❡ s❡✉❧ t❡r♠❡ + ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡✉① ❝♦❡r❝✐♦♥s c1 : I+→❘→❘→❘ ❡t
c2 : I+→◆→◆→◆ q✉✐ à + ❛ss♦❝✐❡♥t +❘ ❡t +◆ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ I+ ét❛♥t ✉♥ t②♣❡ ❛t♦♠✐q✉❡
♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ♥✉❧❧❡ ♣❛rt ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ❞✉ t❡r♠❡ + ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t t❡r♠❡
❜✐❡♥ t②♣é ❝♦♥t❡♥❛♥t + ❛♣♣❧✐q✉é à ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦❡r❝✐♦♥s ❛✉r❛ été❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ◆♦t♦♥s
q✉❡ I+ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ t②♣❡ ◆→◆→◆ ∧ ❘→❘→❘✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐❞é❡
❞❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ∧✱ ∨ ❡t❝✱ ♦✉ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬✺❪✳
P♦✉r t②♣❡r ✉♥ t❡r♠❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉
t❡r♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s s❛♥s ❝♦❡r❝✐♦♥s ✭❡t s❛♥s ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s à ❧❛ ❝✉rr②✮ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st s✐♠♣❧❡ ✿
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ λx : A.t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ t②♣❡r ❧❡ t❡r♠❡ t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ x : A ❡t ❞❡
r❡♥✈♦②❡r ❧❡ t②♣❡ A→B s✐ t ❡st ❞❡ t②♣❡ B✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (t u)✱ ✐❧ ❢❛✉t t②♣❡r t ❡t u✳
▲❡ t❡r♠❡ ❡st ❜✐❡♥ t②♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ t②♣❡ ❞❡ t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ A→B ❡t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ u ❡st A✳ ▲❡
t②♣❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❡st ❛❧♦rs B✳
✽✻
■♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s
▲❡s ❝❤♦s❡s s♦♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✱ ✉♥ t❡r♠❡ ♣♦✉✈❛♥t
❛✈♦✐r é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ t②♣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦❡r❝✐♦♥
f : A→(A→A)✱ t♦✉t t❡r♠❡ t ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉t ❛ttr✐❜✉❡r ❧❡ t②♣❡ A ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❛ttr✐❜✉é ❧❡
t②♣❡ A→A✱ A→A→A✱ A→A→A→A✱ ❡t❝✳
■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ❛✲♣r✐♦r✐ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é♥✉♠ér❡r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❞✬✉♥
t❡r♠❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝❤♦✐s✐r ❧❡s t②♣❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ t②♣❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦♠♣❧❡t✳ ■❧ ❢❛✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t
❝❤❡r❝❤❡r à ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ é♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ ❝❛r ❡♥ ❡✛❡t ✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ tr♦✉✈é❡
♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r t②♣❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦♠♣❧❡t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s {c1 : H→A→B, c2 : H→A→A→B} ❡t ❧❡ t❡r♠❡ f a1 a2 ❛✈❡❝ f : H ❡t a1, a2 : A ❛❧♦rs
♦♥ ♣❡✉t t②♣❡r ❧❡ s♦✉s t❡r♠❡ f a1 ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦❡r❝✐♦♥ c1 ♣♦✉r ❧✉✐ ❞♦♥♥❡r ❧❡ t②♣❡ B✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t②♣❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦♠♣❧❡t s❛♥s r❡✈❡♥✐r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ t②♣❡ ❞✐✛ér❡♥t ❛✉
t❡r♠❡ f a1✱ ✭❢❛✐r❡ ❞✉ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣✮✳
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❛ï✈❡ s❡r❛✐t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à t②♣❡r ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
✭♣♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✮ ❝❤❡r❝❤❡r à t②♣❡r a1 ❡t a2 ✭✐❝✐ s❡✉❧ ❧❡ t②♣❡ A ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✮ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❝❤❡r❝❤❡r
❛ tr♦✉✈❡r ✉♥ t②♣❡ ♣♦✉r f ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ A→A→X ♣♦✉r X ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡❝✐ ♣♦s❡
❡♥❝♦r❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s c1 : I+→(N→N→N), c2 : I+→(D→D→R), c3 : N→D ❡t ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s +: I+,× : R→R→R, n : N, m : N, r : R✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s t②♣❡r ❧❡ t❡r♠❡ × (+ n m) r✳
P♦✉r t②♣❡r ❝❡ t❡r♠❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐❞é❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à t②♣❡r + n m✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t
❞♦♥♥❡ ❧❡ t②♣❡ N ♣✉✐s ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❞❡ R→R→R ✈❡rs N→R→X ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
X✳ ❈❡tt❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ r❡✈❡♥✐r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ❛✜♥
❞✬❡ss❛②❡r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
■❧ ❡①✐st❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ t②♣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ t②♣❡s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✺ ❙♦✐t C ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s ❡t F ✉♥ t②♣❡✳ ❙♦✐t I ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ✭I ⊆ N✮
❡t (F i1)i∈I ❡t (F
i
2)i∈I ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t②♣❡s t❡❧s q✉❡ F ⊢coer F
i
1→F
i
2✳
■❧ ❡①✐st❡ J ⊂ I ✜♥✐ t❡❧ q✉❡ ∀i ∈ I, ∃j ∈ J t❡❧ q✉❡
F
i
1 ⊢coer F
j
1
❡t
F
j
2 ⊢coer F
i
2
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠ê♠❡ ❞♦♥♥❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (F jǫ )j∈J,ǫ=1,2 ✿ ❖♥ ♣❡✉t é✈✐❞❡♠♠❡♥t
s✉♣♣♦s❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n t❡❧ q✉❡ J = {k ∈ N | k ≤ n}✳ ❙✐ F ≡ A→B ❛❧♦rs
F 11 = A ❡t F
1
2 = B ❀ ♣♦✉r t♦✉t j > 1 ❧❡s F
j
1 s♦♥t ❧❡s t②♣❡s V ❡t ❧❡s F
j
2 s♦♥t ❧❡s t②♣❡s W t❡❧s q✉❡
∃f ∈ C ❛✈❡❝ f : U→(V→W ) ❀ s✐ F ❡st ❛t♦♠✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s F j1 ❡t F
j
2 s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐❡♠♠❡ ❢♦r♠❡
♣♦✉r t♦✉t j ∈ J ✳
▲❡s F jǫ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❡ C✱ à ♣❛rt é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t F
1
1 ❡t F
1
2 q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡
F ✳
❈❡s t②♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✑ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡
❝♦♥♥❛✐tr❡ ❝❡s t②♣❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ t②♣❛❣❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
❞❡ F ⊢ F i1→F
i
2 ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s tr♦✐s rè❣❧❡s ❆①✱ ❆♣♣✱ ❈♦♥tr ❡t ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ✿
✕ ❈❛s ❆① ✿ F 11→F
1
2 = F = F
i
1→F
i
2 ✱ ❞♦♥❝ F
i
1 ⊢ F
1
1 ❡t F
1
2 ⊢ F
i
2 ❞❡ ❢❛ç♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳
✕ ❈❛s ❆♣♣ ✿ ∃f ∈ C t❡❧ q✉❡ f : H→F i1→F
i
2 ✱ ❞♦♥❝ i ∈ J ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡✳
✕ ❈❛s ❈♦♥tr ✿ F = F 11→F
1
2 ❡t ♦♥ ❛ F
i
1 ⊢ F
1
1 ❡t F
1
2 ⊢ F
i
2 ✳
✕ ❈❛s ❈✉t ✿ ❖♥ ❛ F ⊢ H ❡t H ⊢ F i1→F
i
2 ✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à H ⊢ F
i
1→F
i
2 ✱
♦♥ ❛ s♦✐t H ≡ H1→H2 ❡t F
i
1 ⊢ H1✱ s♦✐t H ≡ H1→H2 ❡t ∃j ∈ J, j > 1 t❡❧ q✉❡ F
i
1 ⊢ H
j
1 ✱ s♦✐t
H ❛t♦♠✐q✉❡ ❡t ∃j ∈ J t❡❧ q✉❡ F i1 ⊢ H
j
1 ✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❝❛s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ j
′ ∈ J ✭j′ = j
♦✉ j + 1✮ t❡❧ q✉❡ F j
′
1 = H
j
1 ✳
■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡
à F ⊢ H1→H2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ k ∈ J t❡❧ q✉❡ H1 ⊢ F
k
1 ❡t ❞♦♥❝ F
i
1 ⊢ F
k
1 ♣❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞✉
s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ s❛♥s ❞✐✣❝✉❧tés q✉❡ F j
′
2 ⊢ F
i
2 ✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❱❆❘ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
x ✐♥❞❡①é❡s ♣❛r ❧❡✉r t②♣❡ Tx✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ t②♣❡ T ✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ✜♥✐❡s (T
j
1 )j∈J
✽✼
❈✳ ❘♦✉①
❡t (T j2 )j∈J ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t s❡r♦♥t ♥♦té❡s✱ ♣♦✉r j ∈ J ✱ ❆r
j
1(T ) ❡t ❆r
j
2(T )
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❈♦t②♣❡(t : t❡r♠,✈❛r)
♠❛t❝❤ t ✇✐t❤
x ∈ ✈❛r r❡t✉r♥ Tx
λx : T.t′ r❡t✉r♥ T→❈♦t②♣❡(t′, 〈x, T 〉 :: ✈❛r)
(t1 t2) tr②
local = ❈♦❧♦❣(❈♦t②♣❡(t2,✈❛r), ❆r
j
1(❈♦t②♣❡(t1,✈❛r)), [], t) ✇✐t❤ j ∈ J
✐❢ local 6= ❢❛✐❧ r❡t✉r♥ ❆rj2(❈♦t②♣❡(t1,✈❛r))
❡❧s❡ r❡t✉r♥ ❢❛✐❧
▲❡ tr② ✐❝✐ ❡st ❡♥❝♦r❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✿ ✐❧ ❡ss❛②❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r j ∈ J ✳ ❈✬❡st ❡♥
❝❡❝✐ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❡ ❞✉ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣✳ ▲❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ✈ér✐✜❡r✳
■❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡t ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ❡st t②♣❛❜❧❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ✭❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❋❆■▲✮✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡
❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✱ ♣♦✉r t②♣❡r (t1 t2)✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡
❧✬❛r❣✉♠❡♥t s❡ ❝♦❡r❝❡ ✈❡rs ✉♥ ❞❡s F j1 ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st t②♣❛❜❧❡✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s
t②♣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ t1 ❀ ❡♥ ❡✛❡t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ t1 ✈❡rs ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
Tt2→X ❛✈❡❝ Tt2 ✉♥ t②♣❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t2✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✱ s✐ ✉♥ t❡❧ t②♣❡ ❡①✐st❡✱ ❛❧♦rs Tt2 ⊢ F
j
1 ♣♦✉r
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ j ∈ J ✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ J ét❛♥t t♦✉❥♦✉rs ✜♥✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é♥✉♠ér❡r t♦✉s ❧❡s ❝❛s✳
✻✳ ▲❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡
▲♦rsq✉✬♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ t♦✉t❡ ❝♦❡r❝✐♦♥
❡♥tr❡ ❞❡✉① t②♣❡s A ❡t B ❡st ✉♥✐q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
∀c1, c2 : A→B ❝♦❡r❝✐♦♥s, c1 =βη c2
❈❡❝✐ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❢❛✉① ❞❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡✱ ❡♥ ❡✛❡t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r C =
{f : A→B, g : A→B} ♦✉ ❡♥❝♦r❡ C = {f : A→A} ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❡tt❡ ✉♥✐❝✐té ♥✬❡st ♣❛s ♣rés❡♥t❡✳ ■❧
❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡❧❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ C ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬❛✈♦✐r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺ ❙♦✐t C ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ C ❡st ❝♦❤ér❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t t②♣❡s U, V
❡t t♦✉t❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ t : U ⊢ u1 : V ❡t t : U ⊢ u2 : V ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s✱ ❛❧♦rs u1 =βη u2✳
◆♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✿
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ C = {f : A→B} ❡t q✉❡ A 6≡ B✳ ❆❧♦rs C ❡st ❝♦❤ér❡♥t✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦✉s é❝❤❛♣♣❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱ ❡❧❧❡ s❡♠❜❧❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛❝❝❡s✲
s✐❜❧❡ ❀ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ s♦✉s t❡r♠❡ ❞❡ B q✉✐ ♥✬❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♣❛s ✉♥ s♦✉s t❡r♠❡ ❞❡ A✱
❧❡ rés✉❧t❛t ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❬✶✶❪✳
❯♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❛♠❜✐t✐❡✉s❡ ❞♦♥t ❧❛ ✈ér✐té ❡st ♠♦✐♥s ❝❡rt❛✐♥❡ ♣❡✉t s❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❛✐♥s✐ ✿
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ C ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✱ ❡t ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
f : (A→B)→(C→D) ♣❛r ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s f1 : C→A ❡t f2 : B→D ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à q✉✬✐❧ ♥✬②
❛✐t ♣❧✉s q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ A→B ♦✉ A→(B→C) ♦✉ (A→B)→C ❛✈❡❝ A, B, C ❛t♦♠✐q✉❡s✳
❖♥ ♥♦t❡ C∗ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡t ♦♥ r❡❣❛r❞❡ C∗ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❜✉ts ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❡t ❧❡s ❛rrêt❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s✳ ❖♥ ❢♦r♠✉❧❡
❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✿
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷ C ❡st ❝♦❤ér❡♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ C∗ ❡st s❛♥s ❝②❝❧❡s✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❡t ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ C∗ s❛♥s ❝②❝❧❡s ❡st
✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥❡❝❝❡s❛✐r❡ ✭t♦✉t ❝②❝❧❡ ❞❛♥s C∗ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡✉① ❝♦❡r❝✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s✮✳ ■❧
s✉✣r❛✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡✳ ❈❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ♦♥t étés
❞é♠♦♥trés ❞❛♥s ❬✹❪ ❡t ❬✻❪✱ ✐❧s s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ♣❡✉t✲êtr❡ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡✳
✽✽
■♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s
■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s à ❜é♥✐t✐❡r é✈♦q✉és ♣❧✉s ❤❛✉t ♦♥t étés ❝r✬❡✬❡s ❞❛♥s
❧❡ ❜✉t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r❡✉✈❡s βη✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❈❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦✉rr❛✐❡♥t
❞♦♥❝ ♣❡✉t✲êtr❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳
■❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ f ◦ g = id ❛✈❡❝ f, g ∈ C ❡t id ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ♦✉ ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ✈♦✐r q✉❡❧❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✐❧ ❢❛✉t
r❛❥♦✉t❡r à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ r❡♥❞r❡ ❝♦❤ér❡♥t✳ ❈❡s q✉❡st✐♦♥s s♦♥t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣rés❡♥t tr❛✈❛✐❧✳
✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❛✐❧❧é ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✱ ❡t
♠♦♥tré ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✱ ❡t ❞♦♥♥é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✳ ■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞és✐r❛❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❝♦❡r❝✐❢ ❞❛♥s ❞❡s
❝❛❞r❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥ts ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✳
❈❡ t②♣❡s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❛ ❞é❥❛ été ét✉❞✐é ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬✹❪ ❡t ❬✻❪✮ ❛✈❡❝ ❞❡s rés✉❧t❛ts
✐♥tér❡ss❛♥ts✱ ♠❛✐s ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞❡✈✐❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❞ès q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s ❞❡✈✐❡♥t
tr♦♣ ❡①♣r❡ss✐❢ ✭✈♦✐r ❬✽❪✮✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ s❡r❛✐t ❞✬❡ss❛②❡r ❞✬✐♥❝♦r♣♦r❡r ❞✉
♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❬✼❪✱❬✶✷❪✳
◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❡✉t
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❛✜♥ ❞✬✐♥té❣r❡r ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s
❛✉ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s✱ ♣♦✉r ❞✬✉♥ ❝♦té ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐❢ ❜❛sé s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ✭❈♦q✱ ❆❣❞❛✱ ❊♣✐❣r❛♠✳✳✳✮✱ ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡
❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❢♦rt❡♠❡♥t t②♣és ✭❖❈❛♠❧✱ ❍❛s❦❡❧❧✳✳✳✮✳
❯♥ ❛✉tr❡ ❛①❡ ✐♥tér❡ss❛♥t s❡r❛✐t ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ✐♥❢érés à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿ t②♣❡r ❧❡ t❡r♠❡ eq x y ❛✈❡❝ eq : ∀T : Type, T→T→Prop✱ x : A✱
y : B ❡t ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ c : A→B✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡s ❤❛❜✐t✉❡❧s ✐♥❢èr❡♥t ❧❡ t②♣❡ T ❣râ❝❡ ❛✉
t②♣❡ ❞❡ x✱ ❡t t❡♥t❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ t②♣❡r (eq A) x y✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r t②♣❡r ❝❡ t❡r♠❡✱
✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ rés♦❧✈❡ ❧❡s ✐♥éq✉❛t✐♦♥s A ≤ T, B ≤ T ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡
❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ✭❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❝✐ s❡r❛✐t T = B✮✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ✭à ♥♦tr❡
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✮ é❝❤❛♣♣❡r ❛✉① ét✉❞❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s s✉r ❧❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❝♦❡r❝✐❢✳
❊♥✜♥✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ t②♣❛❣❡ à ❧❛ ❈✉rr②✳ ▲✬❛❜s❡♥❝❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ♦✉ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡
❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❬✶✸❪✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❡♥tr❡ ❝❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡t ❝❡❧✉✐ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳
❘é❢ér❡♥❝❡s
❬✶❪ ❆✳ ❘✳ ❆♥❞❡rs♦♥ ❛♥❞ ◆✳ ❉✳ ❇❡❧♥❛♣✳ ❊♥t❛✐❧♠❡♥t✳ ❚❤❡ ▲♦❣✐❝ ♦❢ ❘❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛♥❞ ◆❡❝❡ss✐t②✱
❱♦❧✉♠❡ ✶✳ ❯✳❙✳❆✳✱ ✶✾✼✺✳
❬✷❪ ❍✳ ❇❛r❡♥❞r❡❣t✳ ❚❤❡ ▲❛♠❜❞❛ ❈❛❧❝✉❧✉s ✿ ■ts ❙②♥t❛① ❛♥❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✵✸ ♦❢ ❙t✉❞✐❡s ✐♥
▲♦❣✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱ r❡✈✐s❡❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✽✹✳
❬✸❪ ❍✳ ❇❛r❡♥❞r❡❣t✳ ▲❛♠❜❞❛ ❝❛❧❝✉❧✐ ✇✐t❤ t②♣❡s✳ ■♥ ❙✳ ❆❜r❛♠s❦②✱ ❉✳ ●❛❜❜❛②✱ ❛♥❞ ❚✳ ▼❛✐❜❛✉♠✱
❡❞✐t♦rs✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ▲♦❣✐❝ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✶✼✕✸✵✾✳ ❖①❢♦r❞ ❙❝✐❡♥❝❡ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱
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❬✻❪ ●✳ ❈❤❡♥✳ ❙✉❜t②♣✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ■♥ ■✳ Prí✈❛r❛ ❛♥❞ P✳ ❘✉③✐❝❦❛✱ ❡❞✐t♦rs✱
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ▼❋❈❙✬✾✼✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✷✾✺✱ ♣❛❣❡s ✶✽✾✕✶✾✽✱ ✶✾✾✼✳
❬✼❪ ●✐❧❧❡s ❉♦✇❡❦ ❛♥❞ ❨✐♥❣ ❏✐❛♥❣✳ ❊✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜r❛❝❦❡t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡
♠✐♥✐♠❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡♦r✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ✸✻✵✭✶✲✸✮ ✿✶✾✸✕✷✵✽✱ ✷✵✵✻✳
❬✽❪ ●✐♦r❣✐♦ ●❤❡❧❧✐✳ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ F≤ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✸✾✭✶✕✷✮ ✿✶✸✶✕
✶✻✷✱ ✶✾✾✺✳
❬✾❪ ❏❡❛♥✲❨✈❡s ●✐r❛r❞✳ ▲✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✺✵ ✿✶✕✶✵✷✱ ✶✾✽✼✳
❬✶✵❪ ❍✉❣♦ ❍❡r❜❡❧✐♥ ❙éq✉❡♥ts q✉✬♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✿ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ❝♦♠♠❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛♠❜❞❛✲t❡r♠❡s ❡t ❝♦♠♠❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s✳ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ✶✾✾✺✳
❬✶✶❪ ▲♦♥❣♦✱ ▼✐❧st❡❞✱ ❛♥❞ ❙♦❧♦✈✐❡✈✳ ❆ ❧♦❣✐❝ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣✳ ■♥ ▲■❈❙ ✿ ■❊❊❊ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ▲♦❣✐❝ ✐♥
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✾✾✺✳
❬✶✷❪ ❩✳ ▲✉♦✳ ❈♦❡r❝✐✈❡ s✉❜t②♣✐♥❣✳ ✾✭✶✮ ✿✶✵✺✕✶✸✵✱ ❋❡❜r✉❛r② ✶✾✾✾✳
❬✶✸❪ ❆✳ ▼✐q✉❡❧ ❚❤❡ ■♠♣❧✐❝✐t ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ✿ ❊①t❡♥❞✐♥❣ P✉r❡ ❚②♣❡ ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❛♥
■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❚②♣❡ ❇✐♥❞❡r ❛♥❞ ❙✉❜t②♣✐♥❣ ■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ ✺t❤ ■♥t✳ ❈♦♥❢✳ ♦♥ ❚②♣❡❞ ▲❛♠❜❞❛ ❈❛❧❝✉❧✐
❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❚▲❈❆✬✵✶✱ ❑r❛❦♦✇✱ P♦❧❛♥❞✱ ✷✕✺ ▼❛② ✷✵✵✶
❬✶✹❪ ❋✳ P♦tt✐❡r✳ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ■❈❋P✬ ✾✽✳ ❆❈▼
Pr❡ss✱ ✶✾✾✽✳
❬✶✺❪ ❋✳ ❍❡♥❣❧❡✐♥ ❛♥❞ ❏✳ ❘❡❤♦❢ ❚❤❡ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❙✉❜t②♣❡ ❊♥t❛✐❧♠❡♥t ❢♦r ❙✐♠♣❧❡ ❚②♣❡s✳ ■♥
▲♦❣✐❝ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✸✺✷✲✸✻✶✱ ✶✾✾✼
✾✵
❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✽ ✕ ❏♦✉r♥é❡s ❋r❛♥❝♦♣❤♦♥❡s ❞❡s ▲❛♥❣❛❣❡s ❆♣♣❧✐❝❛t✐❢s✕ ❏❋▲❆✵✽
❙❛t✲▼✐❝r♦ ✿ ♣❡t✐t ♠❛✐s ❝♦st❛✉❞ ✦
❙②❧✈❛✐♥ ❈♦♥❝❤♦♥ ✫ ❏♦❤❛♥♥❡s ❑❛♥✐❣ ✫ ❙té♣❤❛♥❡ ▲❡s❝✉②❡r
▲❘■✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❙✉❞✱ ❈◆❘❙✱ ❖rs❛② ❋✲✾✶✹✵✺
■◆❘■❆ ❋✉t✉rs✱ Pr♦❱❛❧✱ ❖rs❛② ❋✲✾✶✽✾✸
❘és✉♠é
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❡st
✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts ❧❡s ♣❧✉s ❝é❧è❜r❡s ❡t ❛✉ss✐ ✉♥ ❞❡s ♣❧✉s ét✉❞✐és✳ ❇❛sés ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
s✉r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❉P▲▲✱ ❧❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ♠♦❞❡r♥❡s ♦♥t ❝♦♥♥✉ ❞❡s ♣r♦❣rès s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡s ❝❡s ❞✐①
❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à ❞❡✉① ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ✿ ❧❡ r❡t♦✉r
❡♥ ❛rr✐èr❡ ♥♦♥✲❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐ts✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
❡♥ ❖❝❛♠❧ ❞✬✉♥ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r✱ ❜❛♣t✐sé ❙❛t✲▼✐❝r♦✱ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠✐s❡
❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ♣❛r❡ss❡✉s❡✳ ▲❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❙❛t✲▼✐❝r♦ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s♦♥ ❝♦❞❡✱ ✼✵ ❧✐❣♥❡s ❛✉ t♦t❛❧✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r s❛
❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✳
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts
❧❡s ♣❧✉s ❝é❧è❜r❡s ❡t à ❝❡ t✐tr❡ ✐❧ ❛ été ❛❜♦♥❞❛♠♠❡♥t ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❉❡♣✉✐s q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s✱
❧❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ♦♥t été ♣❧❛❝és ❛✉ ❝÷✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❣râ❝❡
❛✉① ♣r♦❣rès s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡s ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❇❛sés ❛✉ ❞é♣❛rt s✉r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❉P▲▲✱
❧❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ❞✬❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❛♣♣♦rt❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s à ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❡t♦✉r ❡♥
❛rr✐èr❡ ♥♦♥✲❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝♦♥✢✐ts✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
✉♥✐t❛✐r❡s✱ ❡t❝✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✐❧ ② ❛ s♦✉✈❡♥t ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ❢♦ssé à ❝♦♠❜❧❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❛✈❛♥❝é❡s t❤é♦r✐q✉❡s
❡t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s ✿ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r ♠♦❞❡r♥❡ s♦✉s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧
❛♥❣❧❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts s♦✉❧❡✈és ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❡♥ ❖❝❛♠❧✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❙❛t✲▼✐❝r♦✱ ❢♦r♠❛❧✐sé❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡s rè❣❧❡s✱
très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ s♦♥t ❛✐sé♠❡♥t ❛❞❛♣t❛❜❧❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s
♣❧✉s ❤❛✉t✳ ❇✐❡♥ q✉❡ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠♦❞❡r♥❡✱ ❙❛t✲▼✐❝r♦ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ss✐ ❝♦♠♣ét✐t✐❢
q✉❡ ❧❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ❧❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ❞✬❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✐❝✐ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡rt✐✜❡r ✉♥❡
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ s❛♥s s❛❝r✐✜❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té✱ q✉❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♦✉t✐❧ ❤❛✉t❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥t✳
▲❛ ♣r♦①✐♠✐té ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝♦❞❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ st②❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣✉r❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧
❞❡ ♥♦tr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❢♦♥t q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❙❛t✲▼✐❝r♦ ♥✬❡①❝è❞❡ ♣❛s ✼✵ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡ ❡t ♥♦✉s ❛
♣❡r♠✐s ❞✬❡♥tr❡♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❉P▲▲ ❛✐♥s✐
q✉✬✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❝❡s rè❣❧❡s✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✸ ét❡♥❞ ❝❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❞✬✉♥❡
♣❛rt ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♥♦♥✲❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ✭❜❛❝❦❥✉♠♣✐♥❣✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹ ❝♦♠♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ❧❡s
❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ éq✉✐✲s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✐♥❤ér❡♥t❡ à ✉♥❡ t❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸ s✉r ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❙❛t✲▼✐❝r♦✳
✾✶
❈♦♥❝❤♦♥ ✫ ❑❛♥✐❣ ✫ ▲❡s❝✉②❡r
✷✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❉P▲▲
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉P▲▲ ❬✼✱ ✻❪✱ ♥♦♠♠é ❞✬❛♣rès s❡s ✐♥✈❡♥t❡✉rs ❉❛✈✐s✱ P✉t♥❛♠✱ ▲♦❣❡♠❛♥♥ ❡t ▲♦✈❡❧❛♥❞✱
❡st ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡✶ ✭❋◆❈✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ♦✉ ♥♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡ss❛②❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡
✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉✐ r❡♥❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✈r❛✐❡✳ ❊♥ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✈❡r✐✜❡ t♦✉t❡s ❧❡s 2n ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬✐♥st❛♥❝✐❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s
q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛❧❧❡r ♣❧✉s ✈✐t❡ ✿
✕ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ✿ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s✐♠♣❧✐✜é❡ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✿ ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡✈❡♥✉s ❢❛✉① s♦♥t s✉♣♣r✐♠és
❞❡s ❝❧❛✉s❡s✱ ❡t s✐ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❞❡✈❡♥✉ ✈r❛✐✱ t♦✉t❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❡st s✉♣♣r✐♠é❡ ❀
✕ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ✿ s✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❢♦r♠é❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❧✐ttér❛❧✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ✈ér✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡ ❧✐ttér❛❧ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ s♦✐t ✈r❛✐✳
❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❝è❞❡ ❡♥ ❛ttr✐❜✉❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té à ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① é✈é♥❡♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ❛rr✐✈❡ ✿
✕ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ✈✐❞❡ ∅ ❀ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ été
tr♦✉✈é❡ q✉✐ r❡♥❞ ✈r❛✐❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ✿ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡ ❀
✕ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ❛tt❡✐♥t ✉♥ ét❛t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✐♠♣❧✐❢é❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ✭✉♥
❝♦♥✢✐t✮ ✿ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ à ❧✬❡♥❞r♦✐t ❧❡ ♣❧✉s ré❝❡♥t ♦ù ✐❧
♣❡✉t ❛✛❡❝t❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
P♦✉r ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ❋◆❈✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡✱ ♦✉ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✱ ❡st s❛♥s ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❀
♥♦✉s é❝r✐r♦♥s l ∨ C ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❡ ❧✐ttér❛❧ l ❡t {l1, l2, l3} ♣♦✉r
❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❢♦r♠é❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① l1, l2 ❡t l3 ❀
✕ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❋◆❈ ❡st é❝r✐t❡ C1, . . . , Cn ♦ù ❧❡s Ci s♦♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ P❛r❢♦✐s✱ ♥♦✉s
♦♠❡ttr♦♥s ❧❡s ❛❝❝♦❧❛❞❡s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s ✿ s✐ ∆ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ ∆, l ❡st ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ l✳
✷✳✶✳ ❉P▲▲ ❛✈❡❝ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s
❈♦♥❢❧✐❝t
Γ ⊢ ∆, ∅
❆ss✉♠❡
Γ, l ⊢ ∆
Γ ⊢ ∆, l ❇❝♣









Γ, l ⊢ ∆, C
Γ, l ⊢ ∆, l̄ ∨ C
Γ, l ⊢ ∆
Γ, l ⊢ ∆, l ∨ C
❯♥s❛t
Γ, l ⊢ ∆ Γ, l̄ ⊢ ∆
Γ ⊢ ∆
❋✐❣✳ ✶ ✕ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ❞❡ ❉P▲▲
▲❛ ✜❣✉r❡ ✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉P▲▲✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝✐♥q rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s✳
❊❧❧❡s ❞é❝r✐✈❡♥t ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r ❧❡ séq✉❡♥t Γ ⊢ ∆✱ ♦ù Γ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① s✉♣♣♦sés
✈r❛✐s✱ ❡t ∆ ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ❈❡s rè❣❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❧✉❡s ❞❡ ❜❛s ❡♥ ❤❛✉t ✿ ❧✬ét❛t s♦✉s ❧❡ tr❛✐t ❡st
❧✬ét❛t ❛✈❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳ ▲❛ rè❣❧❡❈♦♥❢❧✐❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛
tr♦✉✈é ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❈❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ét❛♥t t❡r♠✐♥é❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞♦✐t r❡✈❡♥✐r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❆ss✉♠❡ ❞é❝r✐t
✶
✐✳❡✳ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
Vn
i=1(l1∨· · ·∨ lki )✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ lj ❡st ✉♥ ❧✐ttér❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
♦✉ s❛ ♥é❣❛t✐♦♥✳
✾✷
❙❛t✲▼✐❝r♦ ✿ ♣❡t✐t ♠❛✐s ❝♦st❛✉❞ ✦
❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ✿ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞♦✐t êtr❡ s✉♣♣♦sé ✈r❛✐✱ s❛♥s
q✉♦✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s❡r❛✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✳
▲❡s rè❣❧❡s❇❈P ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❛♥s Γ✳ ❙✐ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❡st s✉♣♣♦sé ❢❛✉① ✭s❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❡st ❞❛♥s Γ✮✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡
✭♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡✮✳ ❙✐ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❧✐ttér❛❧ q✉✐ ❡st s✉♣♣♦sé ✈r❛✐✱ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
s✉♣♣r✐♠é❡ ✭❞❡✉①✐è♠❡ rè❣❧❡✮✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❯♥s❛t✱ q✉✐ ❞♦✐t s❡ ❧✐r❡ ❞❡ ❜❛s ❡♥ ❤❛✉t ❡t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✱ ❞é❝r✐t ❧❡ ❝❤♦✐①
❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té ♣♦✉r ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ■❧ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ s✉♣♣♦sé ✈r❛✐ ✭♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡✮✱ ❡t s✐
❛✉❝✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ♥✬❛ été tr♦✉✈é❡ ✭t♦✉t❡s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ t❡r♠✐♥❡♥t
❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♥❢❧✐❝t✮✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡✈✐❡♥t ♣❛r ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ à ❝❡tt❡ rè❣❧❡❯♥s❛t ❡t ❡ss❛②❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡
❞r♦✐t❡✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ❢❛✉①✳
❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛ été ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❡♥ ❈♦q ❡t ♣r♦✉✈é❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡✳ ▲❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❧❛
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✹✵✵ ❡t ✷✵✵✵ ❧✐❣♥❡s✳
✷✳✷✳ ❯♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❉P▲▲ ❡♥ ❖❝❛♠❧
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶ ✈❡rs ❞✉ ❝♦❞❡ ❖❝❛♠❧ q✉✐ ❧❡✉r s♦✐t ♣r♦❝❤❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
✓ ♥❛ï✈❡ ✔✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳
P♦✉r r❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋◆❈ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥
❋◆❈✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❛❜str❛✐ts✱ ✉♥ t②♣❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❡t ✉♥ t②♣❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛
❋◆❈ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✿
♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ▲■❚❊❘❆▲ ❂ s✐❣
t②♣❡ t
✈❛❧ ♠❦❴♥♦t ✿ t → t
✈❛❧ ❝♦♠♣❛r❡ ✿ t → t → ✐♥t
❡♥❞
♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ❋◆❈ ❂ s✐❣
t②♣❡ ❢♦r♠✉❧❛
♠♦❞✉❧❡ ▲ ✿ ▲■❚❊❘❆▲
✈❛❧ ♠❛❦❡ ✿ ❢♦r♠✉❧❛ → ▲✳t ❧✐st ❧✐st
❡♥❞
➚ ♣❛rt ❧❡ t②♣❡ t ❞❡s ❧✐ttér❛✉①✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ▲■❚❊❘❆▲ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♥é❣❛t✐♦♥ ❡t
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❛r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r
❙❡t✳▼❛❦❡✮✳ ▲❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❋◆❈ ✈✐❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ t②♣❡ ▲■❚❊❘❆▲ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❦❡ q✉✐✱ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❧✐st❡s ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r ♥❛ï❢✱
t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋◆❈✳ ◆♦tr❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❙❛t✱ ♣❛r❛♠étré ♣❛r ✉♥
♠♦❞✉❧❡ ❞✉ t②♣❡ ❋◆❈✱ ❞é❝❧❛r❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡✉① ❡①❝❡♣t✐♦♥s ❯♥s❛t ❡t ❙❛t✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ▲ ❞❡s ❧✐ttér❛✉①
❡t ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❙ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✳ ▲❡ t②♣❡ t ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r ❡st t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❣❛♠♠❛ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❡t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❋◆❈ ❞❡❧t❛✱ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❉P▲▲ ✿
♠♦❞✉❧❡ ❙❛t✭❋♥❝ ✿ ❋◆❈✮ ❂ str✉❝t
❡①❝❡♣t✐♦♥ ❯♥s❛t
❡①❝❡♣t✐♦♥ ❙❛t
♠♦❞✉❧❡ ▲ ❂ ❋♥❝✳▲
✾✸
❈♦♥❝❤♦♥ ✫ ❑❛♥✐❣ ✫ ▲❡s❝✉②❡r
♠♦❞✉❧❡ ❙ ❂ ❙❡t✳▼❛❦❡✭▲✮
t②♣❡ t ❂ ④ ❣❛♠♠❛ ✿ ❙✳t ❀ ❞❡❧t❛ ✿ ▲✳t ❧✐st ❧✐st⑥
❊♥ s✉✐✈❛♥t ❝❡s ♠ê♠❡s rè❣❧❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r♦❝é❞❡r à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ▲❡
❝♦❞❡ s✉✐✈❛♥t ✐♠♣❧é♠❡♥t❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❆ss✉♠❡ ❡t ❇❝♣ ✿
❧❡t r❡❝ ❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ❢ ❂
✐❢ ❙✳♠❡♠ ❢ ❡♥✈✳❣❛♠♠❛ t❤❡♥ ❡♥✈
❡❧s❡ ❜❝♣ ④ ❣❛♠♠❛ ❂ ❙✳❛❞❞ ❢ ❡♥✈✳❣❛♠♠❛ ❀ ❞❡❧t❛ ❂ ❡♥✈✳❞❡❧t❛⑥
❛♥❞ ❜❝♣ ❡♥✈ ❂
▲✐st✳❢♦❧❞❴❧❡❢t
✭❢✉♥ ❡♥✈ ❧ → tr②
❧❡t ❧ ❂
▲✐st✳❢✐❧t❡r
✭❢✉♥ ❢ →
✐❢ ❙✳♠❡♠ ❢ ❡♥✈✳❣❛♠♠❛ t❤❡♥ r❛✐s❡ ❊①✐t ❀
♥♦t ✭❙✳♠❡♠ ✭▲✳♠❦❴♥♦t ❢✮ ❡♥✈✳❣❛♠♠❛✮ ✮ ❧
✐♥
♠❛t❝❤ ❧ ✇✐t❤
❬❪ → r❛✐s❡ ❯♥s❛t ✭✯ ❈❖◆❋▲■❈❚ ✯✮
⑤ ❬❢❪ → ❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ❢
⑤ ❴ → ④❡♥✈ ✇✐t❤ ❞❡❧t❛ ❂ ❧ ✿✿❡♥✈✳❞❡❧t❛⑥
✇✐t❤ ❊①✐t → ❡♥✈
✮ ④❡♥✈ ✇✐t❤ ❞❡❧t❛❂❬❪⑥ ❡♥✈✳❞❡❧t❛
▲❛ rè❣❧❡ ❆ss✉♠❡ s❡ tr❛❞✉✐t ❛✐sé♠❡♥t ✈❡rs ❧❡ ❝♦❞❡ ♣rés❡♥té ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡st ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜❝♣ ❥✉st❡ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❛❥♦✉té ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ❢ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❣❛♠♠❛✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜❝♣✱ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ❇❝♣✱ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❊❧❧❡
♣❛r❝♦✉rt t♦✉t❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ✭à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❢♦❧❞❴❧❡❢t✮ ❡t ❡♥❧è✈❡ t♦✉s ❧❡s ❧✐ttér❛✉① t❡❧s q✉❡ ❧❡✉r
♥é❣❛t✐♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❣❛♠♠❛ ✭à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❢✐❧t❡r✮✳ ❙✐ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❣❛♠♠❛✱
t♦✉t❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❡st ❡♥❧❡✈é❡ ❀ ❝❡❝✐ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❊①✐t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s♦rt✐r ❞✉
✜❧tr❡ ❞ès q✉✬✉♥ t❡❧ ❧✐ttér❛❧ ❛ été tr♦✉✈é✳ ❙✐✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❋◆❈✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♥❢❧✐❝t ❡t ♦♥ r❡✈✐❡♥t ❡♥ ❛rr✐èr❡ ❡♥ ❧❡✈❛♥t ✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❯♥s❛t
✭❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ✈✐❞❡✮✳ ❙✐ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ✭❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦t✐❢✮✱ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉♣♣♦sé ❀ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜❝♣ ❡t ❛ss✉♠❡ ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ré❝✉rs✐✈❡s✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❡st ❛❥♦✉té❡ à ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t❡✉r ❞✉ ❢♦❧❞❴❧❡❢t✳
❖♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✉♥❡ str❛té❣✐❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s✱ q✉❛♥❞ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r✳ ■❝✐✱ q✉❛♥❞ ✉♥
❧✐ttér❛❧ ❡st s✉♣♣♦sé✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❇❝♣ ❡t ❆ss✉♠❡ s♦♥t t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙✐
✉♥ ❝♦♥✢✐t ❡st tr♦✉✈é✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♥❢❧✐❝t ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ q✉✐ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ♥✐ ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ✭s✐♥♦♥ ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❯♥s❛t ❛✉r❛✐t été ❧❡✈é❡✮✳
▲❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ q✉✐ r❡st❡ à tr❛❞✉✐r❡ ❡st ❧❛ rè❣❧❡ ❯♥s❛t✳
❧❡t r❡❝ ✉♥s❛t ❡♥✈ ❂ tr②
♠❛t❝❤ ❡♥✈✳❞❡❧t❛ ✇✐t❤
❬❪ → r❛✐s❡ ❙❛t
⑤ ✭❬❴❪ ⑤ ❬❪✮ ✿✿❴ → ❛ss❡rt ❢❛❧s❡
⑤ ✭❛ ✿✿❴✮ ✿✿❴ →
✭tr② ✉♥s❛t ✭❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ❛✮ ✇✐t❤ ❯♥s❛t → ✭✮✮ ❀
✉♥s❛t ✭❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ✭▲✳♠❦❴♥♦t ❛✮✮
✇✐t❤ ❯♥s❛t → ✭✮
✾✹
❙❛t✲▼✐❝r♦ ✿ ♣❡t✐t ♠❛✐s ❝♦st❛✉❞ ✦
❊❧❧❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ✿ s✐ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❋◆❈
✈✐❞❡✱ ♦♥ ❛ tr♦✉✈é ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ r❡♥❞ ✈r❛✐❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❡t
✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ❀ ❝✬❡st ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜❝♣ ❡t ❛ss✉♠❡✳
❙✐♥♦♥✱ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❛ ❡st ❝❤♦✐s✐✱ ❡t s✉♣♣♦sé ✈r❛✐✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❡st ❡①♣❧♦ré❡ ❡t ❛✉❝✉♥❡
✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ♥✬❛ été tr♦✉✈é❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❢❛✉① ❧❡ ❧✐ttér❛❧✳
❆✉❝✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❯♥s❛t ♥❡ ❞♦✐t s✬é❝❤❛♣♣❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥s❛t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✐❝✐
q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❧❛ tr❛✐t❡r ❡t ❝✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❡♥❝❛❞ré❡ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ tr② ✳✳✳ ✇✐t❤✳ P♦✉rq✉♦✐ ② ❛✲t✲✐❧
❞♦♥❝ ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❜❧♦❝ tr② ✳✳✳ ✇✐t❤ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢ ✉♥s❛t ✭❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ❛✮ ❄ ❈❡
❜❧♦❝ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣✉✐sq✉✬✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❯♥s❛t ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❧é✈é❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❛ss✉♠❡✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✐❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡r ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢ ❞❡ ✉♥s❛t✳ ▲❡s ❛♣♣❡❧s ❞❡
❛ss✉♠❡ ❥✉st❡ ❛✈❛♥t ❧❡s ❛♣♣❡❧s ré❝✉rs✐❢s ❞❡ ✉♥s❛t ♠❛✐♥t✐❡♥♥❡♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡
♥✐ ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❛♥s ❞❡❧t❛✳
■❧ r❡st❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é❡ ❞♣❧❧✳
❧❡t ❞♣❧❧ ❢ ❂ tr②
✉♥s❛t ✭❜❝♣ ④❣❛♠♠❛ ❂ ❙✳❡♠♣t② ❀ ❞❡❧t❛ ❂ ❋♥❝✳♠❛❦❡ ❢⑥✮ ❀ ❢❛❧s❡
✇✐t❤ ❙❛t → tr✉❡ ⑤ ❯♥s❛t → ❢❛❧s❡
❡♥❞ ✭✯ ❢✐♥ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r ❙❛t ✯✮
❊❧❧❡ ❝♦♥str✉✐t ❧❛ ❋◆❈ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❢✱ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜❝♣ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❝❧❛✉s❡s
✉♥✐t❛✐r❡s ❡t ét❛❜❧✐r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❡❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥s❛t✳ ❙✐ ✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥
❙❛t ❛ été ❧❡✈é❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❙✐ ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡ ❜❝♣ ❧è✈❡ ❯♥s❛t✱ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❙✐
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥s❛t t❡r♠✐♥❡ ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s
♦♥t été ❡①♣❧♦ré❡s s❛♥s q✉✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥✬❛✐t été tr♦✉✈é❡✳
❆✉ ✜♥❛❧✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à ✉♥ ❝♦❞❡ très ❝♦✉rt ✭❡♥✈✐r♦♥ ✹✵ ❧✐❣♥❡s ♣♦✉r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❙❛t✮ q✉✐ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬êtr❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t très ♣r♦❝❤❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❈♦q ✿ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❝♦❞é❡ ✓ ❡♥ ❞✉r ✔
❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡♥ ② ❛♣♣♦rt❛♥t
❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♠✐♥✐♠❛❧❡s✳
✸✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s
▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ r❡st❡ très ♥❛ï✈❡ ❡t ❧❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ♠♦❞❡r♥❡s✱ t♦✉t
❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❉P▲▲ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t à ❞❡s rés✉❧t❛ts s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t
♠❡✐❧❧❡✉rs ❣râ❝❡ à ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❬✶✹✱ ✾❪✳
❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s s♦♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡t s✬❡✛♦r❝❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡
❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s ✓ ♣❡rt✐♥❡♥ts ✔ ♣♦ss✐❜❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❯♥s❛t ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✳
❉✬❛✉tr❡s✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ s♦♥t ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❡t ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞✬é❧❛❣✉❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✬❛r❜r❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ❛✉ ❝♦✉rs
❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❝❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t②♣❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❝❛r ❝❡
s♦♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r à ❝♦✉♣ sûr ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ♥❡ s❡ ❜❛s❡♥t ♣❛s
s✉r ✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ❡♥tré❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥ ♣rés❡♥t❡r ❞❡✉① ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ✿ ❧❡
r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♥♦♥ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐ts✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝♦♠♠❡♥t ❞❡ très ❧é❣èr❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ❝♦❞❡ ♣rés❡♥té à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡✉✈❡♥t
❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
✾✺
❈♦♥❝❤♦♥ ✫ ❑❛♥✐❣ ✫ ▲❡s❝✉②❡r
✸✳✶✳ ❘❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♥♦♥ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡
Pr✐♥❝✐♣❡✳ ▲❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♥♦♥ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❬✶✸❪ ❝♦♥s✐st❡✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡
❯♥s❛t✱ à ❛♥❛❧②s❡r s✐ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ l ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❛ été ♦✉ ♥♦♥ ✓ ✉t✐❧❡ ✔ ♣♦✉r
❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥✢✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù l ♥✬❛ ♣❛s s❡r✈✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ ❞✐s♣❡♥s❡r
❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✷ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❉P▲▲ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳
x̄4 ⊢ {}
x3 ⊢ {x̄4}, {x4}
❆ss✉♠❡
x̄5 ⊢ {}
x̄3 ⊢ {x̄5}, {x5}
❆ss✉♠❡
x2 ⊢ {x̄3, x̄4}, {x̄3, x4}, {x3, x5}, {x3, x̄5}
❯♥s❛t
✳✳✳
x̄2 ⊢ . . .
x1 ⊢ {x̄3, x̄4}, {x̄3, x4}, {x2, x3, x5}, {x3, x5}, {x3, x̄5}
❯♥s❛t
. . .
x0 ⊢ {x̄3, x̄4}, {x̄1, x̄3, x4}, {x2, x3, x5}, {x3, x5}, {x3, x̄5}
❯♥s❛t
. . .
∅ ⊢ {x̄0, x̄3, x̄4}, {x̄1, x̄3, x4}, {x2, x3, x5}, {x3, x5}, {x3, x̄5}
❯♥s❛t
❋✐❣✳ ✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❉P▲▲
❙❡✉❧❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❆ss✉♠❡ ❡t ❯♥s❛t ② s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ❡st ré❛❧✐sé ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s✳ ❆✉ss✐✱ s❡✉❧
❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❧✐ttér❛❧ ❛❥♦✉té ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛
❜r❛♥❝❤❡ ♦ù x2 ❛ été s✉♣♣♦sé✱ ❧❡s ❝♦♥✢✐ts ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐ttér❛✉① x3✱ x4 ❡t x5✳
▲❛ ♠ê♠❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡①✐st❡ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞r♦✐t❡ ♦ù x̄2 ❡st s✉♣♣♦sé ✭♠❛rq✉é❡ ♣❛r ❞❡s
♣♦✐♥t✐❧❧és ✈❡rt✐❝❛✉①✮✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ✐♥✉t✐❧❡♠❡♥t ♣❛r ❉P▲▲✳
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s✳ P♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱ ✐❧ ❢❛✉t
q✉✬✐❧ ♣✉✐ss❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❣râ❝❡ à q✉❡❧s ❧✐ttér❛✉① ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❛ été ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥
♠♦❞✐✜❡ ❉P▲▲ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❝♦♥t✐❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❛♥♥♦tés✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s l[A] ♦ù l ❡st
❧❡ ❧✐ttér❛❧ ❛❥♦✉té ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t A ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❛♣♣❡❧é ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ l ❀ ❝❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❧✐ttér❛✉① q✉✐ ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ l ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❀
✕ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ∆ s♦♥t ❡❧❧❡s ❛✉ss✐ ❛♥♥♦té❡s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s❡
s♦✉✈❡♥✐r ❣râ❝❡ à q✉❡❧s ❧✐ttér❛✉① ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♦♥t été ré❞✉✐t❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❀
✕ ❡♥✜♥✱ ❧❡s séq✉❡♥ts s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ ⊢ ∆ : A ♦ù ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ é❧é♠❡♥t A ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❧✐ttér❛✉① ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ Γ ❡t ∆✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡s séq✉❡♥ts
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❡♥tré❡ Γ ❡t ∆ ❡t r❡t♦✉r♥❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① A✳
❈♦♥❢❧✐❝t
Γ ⊢ ∆, ∅[A] : A
❆ss✉♠❡
Γ, l[B] ⊢ ∆ : A
Γ ⊢ ∆, l[B] : A ❇❝♣









Γ, l[B] ⊢ ∆, C[B ∪ C] : A
Γ, l[B] ⊢ ∆, l̄ ∨ C[C] : A
Γ, l[B] ⊢ ∆ : A
Γ, l[B] ⊢ ∆, l ∨ C[C] : A
❯♥s❛t
Γ, l[l] ⊢ ∆ : A Γ, l̄[A \ l] ⊢ ∆ : B
Γ ⊢ ∆ : B
l ∈ A ❇❏
Γ, l[l] ⊢ ∆ : A
Γ ⊢ ∆ : A
l /∈ A
❋✐❣✳ ✸ ✕ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❉P▲▲ ❛✈❡❝ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♥♦♥✲❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡
✾✻
❙❛t✲▼✐❝r♦ ✿ ♣❡t✐t ♠❛✐s ❝♦st❛✉❞ ✦
▲❡s rè❣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳ ▲❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❯♥s❛t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ♣✉✐s ❡❧❧❡s ♣❛ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❧✐ttér❛✉①
❛✉① ❝❧❛✉s❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♥❢❧✐❝t✱ ♦♥ s❛✉✈❡ ❞❛♥s
❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞r♦✐t ❞✉ séq✉❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① q✉✐ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❡t ❝✬❡st
❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❡ ❜❛❝❦❥✉♠♣✐♥❣ ✈✐❛ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❇❏✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛ été ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❡♥
❈♦q ❡t ♣r♦✉✈é❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡✳ ▲❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✹✺✵ ❡t ✸✺✵✵ ❧✐❣♥❡s✳
❆✐♥s✐✱ s✐ ❧✬♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✱ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♦ù ❧❛ rè❣❧❡ ❯♥s❛t ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✈❡❝
❧❡ ❧✐ttér❛❧ ✓ ✐♥✉t✐❧❡ ✔ x2 ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❇❏ ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✱ ♦ù A
r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① {x0, x1, x3} ❡t B = A \ x3 = {x0, x1}✳ P✉✐sq✉❡ A✱ q✉✐ ❞é❝♦r❡ ❧❛
❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s x2✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❇❏ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡t ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ♥✬❡st ♣❛s
❡①♣❧♦ré❡✳
x̄4[x0, x3] ⊢ {}[x0, x1, x3] : A
❈♦♥❢❧✐❝t
x3[x3] ⊢ {x̄4}[x0, x3], {x4}[x1, x3] : A
❆ss✉♠❡
x̄5[x0, x1] ⊢ {}[x0, x1] : B
❈♦♥❢❧✐❝t
x̄3[x0, x1] ⊢ {x̄5}[x0, x1], {x5}[x0, x1] : B
❆ss✉♠❡
x2[x2] ⊢ {x̄3, x̄4}[x0], {x̄3, x4}[x1], {x̄4, x̄5}[], {x3, x5}[], {x3, x̄5}[] : B
❯♥s❛t
x1[x1] ⊢ {x̄3, x̄4}[x0], {x̄3, x4}[x1], {x2, x3, x5}[], {x3, x5}[], {x3, x̄5}[] : B
❇❏
❋✐❣✳ ✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❉P▲▲ ❛✈❡❝ ❜❛❝❦❥✉♠♣✐♥❣
■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❉P▲▲ ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ très
♣❡✉ ❞❡ ❝❤♦s❡s à ❝❤❛♥❣❡r ♣♦✉r ❛❥♦✉t❡r ❧❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♥♦♥ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❣❛♠♠❛
❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦ù ❧❡s ❧✐ttér❛✉① s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❧❡✉rs ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❞❡❧t❛ ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s✱ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ét❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✿
♠♦❞✉❧❡ ▲ ❂ ❋♥❝✳▲
♠♦❞✉❧❡ ❙ ❂ ❙❡t✳▼❛❦❡✭▲✮
♠♦❞✉❧❡ ▼ ❂ ▼❛♣✳▼❛❦❡✭▲✮
t②♣❡ t ❂ ④ ❣❛♠♠❛ ✿ ❙✳t ▼✳t ❀ ❞❡❧t❛ ✿ ✭▲✳t ❧✐st × ❙✳t✮ ❧✐st ⑥
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛ss✉♠❡ ❡t ❜❝♣ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ à ❝❡❝✐ ♣rès q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❛❞❛♣té❡s
❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s♦✐t ❝❛❧❝✉❧é❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✱ ❡t q✉❡ ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❯♥s❛t✱
❧❡✈é❡ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❡st r❡♥❝♦♥tré❡✱ r❡♥✈♦✐❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛ss♦❝✐é à
❝❡tt❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥s❛t ♣❡✉t ❛✐♥s✐ s✬❡♥ s❡r✈✐r ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❇❏ ♦✉ ♥♦♥ ✿
❧❡t r❡❝ ✉♥s❛t ❡♥✈ ❂ tr②
♠❛t❝❤ ❡♥✈✳❞❡❧t❛ ✇✐t❤
❬❪ → r❛✐s❡ ❙❛t
⑤ ✭❬❴❪✱❴ ⑤ ❬❪✱❴✮ ✿✿❴ → ❛ss❡rt ❢❛❧s❡
⑤ ✭✭❛ ✿✿❴✮✱❴✮ ✿✿❴ →
❧❡t ❞ ❂
tr② ✉♥s❛t ✭❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ✭❛✱❙✳s✐♥❣❧❡t♦♥ ❛✮✮ ✇✐t❤ ❯♥s❛t ❞ → ❞ ✐♥
✐❢ ♥♦t ✭❙✳♠❡♠ ❛ ❞✮ t❤❡♥ ❞
❡❧s❡ ✉♥s❛t ✭❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ✭▲✳♠❦❴♥♦t ❛✱❙✳r❡♠♦✈❡ ❛ ❞✮✮
✇✐t❤ ❯♥s❛t ❞ → ❞
❊♥✜♥✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♣❧❧✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐s♣❛t❝❤ ♣♦✉r
❛♥♥♦t❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ❡t ❛♣♣❡❧❧❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥s❛t s✉r ❧❡ séq✉❡♥t ♦❜t❡♥✉✳
✾✼
❈♦♥❝❤♦♥ ✫ ❑❛♥✐❣ ✫ ▲❡s❝✉②❡r
❧❡t ❞✐s♣❛t❝❤ ❞ ❂ ▲✐st✳♠❛♣ ✭❢✉♥ ❧→ ❧✱❞✮
❧❡t ❞♣❧❧ ❢ ❂ tr②
❧❡t ❴ ❂
✉♥s❛t ✭❜❝♣ ④❣❛♠♠❛ ❂ ▼✳❡♠♣t② ❀ ❞❡❧t❛ ❂ ❞✐s♣❛t❝❤ ❙✳❡♠♣t②
✭❋♥❝✳♠❛❦❡ ❢✮⑥✮ ✐♥
❢❛❧s❡
✇✐t❤ ❙❛t → tr✉❡ ⑤ ❯♥s❛t ❴ → ❢❛❧s❡
✸✳✷✳ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
Pr✐♥❝✐♣❡✳ ❙✐ ❧✬❛❥♦✉t ❞✉ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♥♦♥ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❜✐❡♥ ❞✬é❧❛❣✉❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡s
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥✢✐ts ❞é❥à tr♦✉✈és✱ ✐❧ ♥❡ t✐r❡ ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à s❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✳ P♦✉r s✬❡♥ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐sé❡
♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳
[x0, x1, x3]
x̄4 ⊢
x3 ⊢
[x0, x1]
x̄5 ⊢
x̄3 ⊢
x2 ⊢ ❇❏
x1 ⊢
[x0, x]
x̄7 ⊢
x6 ⊢
x̄1 ⊢
x ⊢
??
x1 ⊢
✳✳✳
x̄1 ⊢
x̄ ⊢
x0 ⊢
❋✐❣✳ ✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❛♥t ❧✬✐♥s✉✣s❛♥❝❡ ❞✉ ❜❛❝❦❥✉♠♣✐♥❣
❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ s❝❤é♠❛t✐s❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡
❡♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✷✳ ❙❡✉❧s ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ✐♥tr♦❞✉✐ts s♦♥t r❡♣rés❡♥tés✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹ ❡t ❝❡❧❧❡✲❝✐
❡st q✉✬✐❝✐✱ ✉♥ ❛✉tr❡ ❧✐ttér❛❧ x ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❛r ✉♥❡ rè❣❧❡❯♥s❛t ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥s
❞❡s ❞❡✉① ❧✐ttér❛✉① x0 ❡t x1✳ ❖r✱ ❝❡ s♦♥t ❝❡s ❞❡✉① ❧✐ttér❛✉① q✉✐ ♣❡r♠❡tt❛✐❡♥t à ❡✉① ❞❡✉① ❞❡ ❝ré❡r ❧❡
❝♦♥✢✐t ♣✉✐sq✉✬❛♣rès ❧❡ ❜❛❝❦❥✉♠♣✐♥❣ s✉r x2✱ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ séq✉❡♥t ét❛✐❡♥t ❥✉st❡♠❡♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ B = {x0, x1}✳
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✉♣♣♦s❡r x0 ❡t x1 ✈r❛✐s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ♠è♥❡ à ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❞❛♥s ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ♠❛rq✉é❡ ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥ ♥❡ s❡r✈✐r❛✐t à
r✐❡♥ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡ x0 ❡t x1 s♦♥t ✈r❛✐s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♥♦♥ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♥♦✉s ❛✐❞❡r s✉r ❝❡ ♣❧❛♥ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s q✉✬✐❧ ✉t✐❧✐s❡ s♦♥t ♣❡r❞✉❡s ❞ès
❧♦rs q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st r❡♣❛ssé ✓ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ✔ ❞✬✉♥ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ♦ù ✉♥ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❛✈❛✐t été ✐♥tr♦❞✉✐t✳ ■❝✐✱ ❡♥ r❡❞❡s❝❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ♦ù x̄1 ❡st s✉♣♣♦sé✱ ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡st [x, x0] ❡t ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r x1 ✿ ❡♥ r❡✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡
❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t s✉r x✱ ♦♥ ❛ ♣❡r❞✉ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ q✉♦✐ x0 ❡t x1 ♥❡ ❢❛✐s❛✐❡♥t ♣❛s ❜♦♥ ♠é♥❛❣❡
❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❧✬❡①♣❧♦✐t❡r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à st♦❝❦❡r✱ ❡♥ ♣❧✉s
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦✉r❛♥t✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❛♣♣❡❧é❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐ts r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞é❥à ✓ ❛♣♣r✐s❡s ✔ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❙✉r ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛
❛♣♣r✐s q✉❡ x0 ❡t x1 ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❣❛r❞❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✿ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥
r❡❞❡s❝❡♥❞ ❛✉ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t s✉r x✱ ♦♥ ✈❡✉t ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ ❞❡ s❡ s♦✉✈❡♥✐r q✉❡ x0 ✐♠♣❧✐q✉❡ x̄1 ✿ ❛✉tr❡♠❡♥t
✾✽
❙❛t✲▼✐❝r♦ ✿ ♣❡t✐t ♠❛✐s ❝♦st❛✉❞ ✦
❞✐t✱ ♦♥ ✈❡✉t ♣❛ss❡r ❞❡ ∅[x0, x1] à {x̄1}[x0]✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ♥♦s ❝❧❛✉s❡s
❝♦♥✢✐ts s♦♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❛♥♥♦té❡s ❡t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐ts ♥♦té❡
Shift l ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s♦rt✐r ✉♥ ❧✐tér❛❧ l ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✿
Shift l (∅) = ∅
Shift l ({C[A, l]} ∪ A) = {l̄ ∨ C[A]} ∪ Shift l (A)
Shift l ({C[A]} ∪ A) = {C[A]} ∪ Shift l (A) s✐ l /∈ A
▲❡s séq✉❡♥ts s✬é❝r✐✈❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t Γ ⊢ ∆ : A,A ♦ù ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ é❧é♠❡♥t A ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
❝♦♥✢✐ts✳ ▲❡s rè❣❧❡s s♦♥t très s❡♠❜❧❛❜❧❡s à ❝❡❧❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸ ❡t ♥✬❛❥♦✉t❡♥t q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐ts ❀ ❡❧❧❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
tr♦✉✈é❡s ❧♦rs ❞❡s ❝♦♥✢✐ts✱ ❡t ❧❛ rè❣❧❡ ❯♥s❛t ♣❡r♠❡t ❞✬❛❥♦✉t❡r l̄[A \ l] ❛✉① ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐ts ❧♦rsq✉❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s A ❝♦♥t✐❡♥t l✳ ▲❡s ❝❧❛✉s❡s s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥✉❡s ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s✱ à ❝❡❝✐ ♣rès
q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❯♥s❛t ❡t ❇❥ ❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Shift l ❛✉① ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐ts tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❜r❛♥❝❤❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ s✉❣❣ér✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡s ❝❧❛✉s❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞r♦✐t❡
❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❯♥s❛t ❡t s♦♥t ❛❥♦✉té❡s ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❛✜♥ ❞✬❛✐❞❡r à ❛❝❝é❧ér❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥✢✐t ❞❛♥s
❝❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ Shift l(A) q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t l̄ s❡r♦♥t é❧✐♠✐♥é❡s ♣❛r ❇❝♣✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s
❝❧❛✉s❡s r❡st❛♥t❡s q✉✐ ♣❡r♠❡ttr♦♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦♥✢✐t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳
❈♦♥❢❧✐❝t
Γ ⊢ ∆, ∅[A] : A, ∅
❆ss✉♠❡
Γ, l[B] ⊢ ∆ : A,A
Γ ⊢ ∆, l[B] : A,A
❇❝♣









Γ, l[B] ⊢ ∆, C[B ∪ C] : A,A
Γ, l[B] ⊢ ∆, l̄ ∨ C[C] : A,A
Γ, l[B] ⊢ ∆ : A,A
Γ, l[B] ⊢ ∆, l ∨ C[C] : A,A
❯♥s❛t
Γ, l[l] ⊢ ∆ : A,A Γ, l̄[A \ l] ⊢ ∆,Shift l (A) : B,B
Γ ⊢ ∆ : B,Shift l (A) ∪ {l̄[A \ l]} ∪ B
l ∈ A
❇❏
Γ, l[l] ⊢ ∆ : A,A
Γ ⊢ ∆ : A,Shift l (A)
l /∈ A
❋✐❣✳ ✻ ✕ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❉P▲▲ ❛✈❡❝ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐ts
■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s à ❛♣♣♦rt❡r à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡
❡♥ ♣❧❛❝❡ ❝❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t r❡str❡✐♥t❡s✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❣❛♠♠❛ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
❞❡❧t❛ ❞✬✉♥ séq✉❡♥t s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉✬❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜❝♣ ❡t ❛ss✉♠❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✉ t♦✉t
♠♦❞✐✜é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥s❛t ❡st ❡♥ ❢❛✐t ♠♦❞✐✜é❡ ✿ ❡❧❧❡ ❞♦✐t
r❡t♦✉r♥❡r ♥♦♥ ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♠♠❡ ❛✈❛♥t✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❛♥♥♦té❡s✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ✈✐❛ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❙❡t✳▼❛❦❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❈ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❛♥♥♦té❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Shift s✉r ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳
♠♦❞✉❧❡ ❈ ❂ ❙❡t✳▼❛❦❡✭
str✉❝t
t②♣❡ t ❂ ▲✳t ❧✐st × ❙✳t
✾✾
❈♦♥❝❤♦♥ ✫ ❑❛♥✐❣ ✫ ▲❡s❝✉②❡r
❧❡t ❝♦♠♣❛r❡ ✭❝❧✶✱s✶✮ ✭❝❧✷✱s✷✮ ❂ ✳✳✳
❡♥❞✮
❧❡t s❤✐❢t ❛ ❝ ❂
❈✳❢♦❧❞ ✭❢✉♥ ✭✭❝❧✱❞✮ ❛s ①✮ ❝ →
❧❡t ① ❂ ✐❢ ❙✳♠❡♠ ❛ ❞ t❤❡♥
✭✭▲✳♠❦❴♥♦t ❛✮ ✿✿❝❧✱❙✳r❡♠♦✈❡ ❛ ❞✮ ❡❧s❡ ① ✐♥
❈✳❛❞❞ ① ❝ ✮ ❝ ❈✳❡♠♣t②
❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥s❛t s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❤✐❢t ❛✉① ❝❧❛✉s❡s r❡t♦✉r♥é❡s✱ ❢❛✐t ❧❡
❜❛❝❦❥✉♠♣✐♥❣ s✐ ❝✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐ts ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞r♦✐t❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳
❧❡t r❡❝ ✉♥s❛t ❡♥✈ ❂ tr②
♠❛t❝❤ ❡♥✈✳❞❡❧t❛ ✇✐t❤
❬❪ → r❛✐s❡ ❙❛t
⑤ ✭❬❴❪✱❴ ⑤ ❬❪✱❴✮ ✿✿❴ → ❛ss❡rt ❢❛❧s❡
⑤ ✭✭❛ ✿✿❴✮✱❴✮ ✿✿❴ →
❧❡t ❞ ✱ ❝ ❂
tr② ✉♥s❛t ✭❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ✭❛✱❙✳s✐♥❣❧❡t♦♥ ❛✮✮
✇✐t❤ ❯♥s❛t r → r ✱ ❈✳❡♠♣t② ✐♥
❧❡t ❝ ❂ s❤✐❢t ❛ ❝ ✐♥
✐❢ ♥♦t ✭❙✳♠❡♠ ❛ ❞✮ t❤❡♥ ❞ ✱ ❝
❡❧s❡
❧❡t ✭♥✱❞♥✮ ❛s ① ❂ ▲✳♠❦❴♥♦t ❛✱❙✳r❡♠♦✈❡ ❛ ❞ ✐♥
❧❡t ❞ ✱ ❝✬ ❂
✉♥s❛t
✭❛ss✉♠❡
④ ❡♥✈ ✇✐t❤ ❞❡❧t❛ ❂ ✭❈✳❡❧❡♠❡♥ts ❝✮❅❡♥✈✳❞❡❧t❛⑥ ①✮
✐♥ ❞ ✱ ❈✳❛❞❞ ✭❬♥❪✱❞♥✮ ✭❈✳✉♥✐♦♥ ❝ ❝✬✮
✇✐t❤ ❯♥s❛t ❞ → ❞ ✱ ❈✳❡♠♣t②
✹✳ ❋♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❉P▲▲ ✖ ❡t s❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✖
♠❛♥✐♣✉❧❡♥t ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ✭❋◆❈✮✳ ❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ✈ér✐✜❡r ❧❛ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡
♣r♦❝é❞✉r❡✳ ▼❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❧❛✉s❛❧❡✷ ❡t ❝❡tt❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬❛✈ér❡r ❝❛t❛str♦♣❤✐q✉❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡
à ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ❋◆❈ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t éq✉✐✲
s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❉P▲▲ ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✱ ❞❡s ❋◆❈ éq✉✐✲s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡
❋♥❝✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ❤❛s❤✲❝♦♥s✐♥❣✱ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡s ❋◆❈ éq✉✐✲s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❡✣❝❛❝❡✳
✷❙✬✐❧ ❡♥ ét❛✐t ❛✉tr❡♠❡♥t ♦♥ ❛✉r❛✐t ❛❧♦rs é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❞✉❛❧✐té✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❉◆❋ ❡t ❞♦♥❝
✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P = NP ✳
✶✵✵
❙❛t✲▼✐❝r♦ ✿ ♣❡t✐t ♠❛✐s ❝♦st❛✉❞ ✦
✹✳✶✳ ❋◆❈ éq✉✐✲s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s
❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ψ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❧❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs
♣rés❡♥tés ❡♥ s❡❝t✐♦♥s ✷ ❡t ✸ ré❛❧✐s❡♥t ✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❧❛✉s❛❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❋♥❝✳♠❛❦❡ q✉✐
❝♦♥✈❡rt✐t ψ ❡♥ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ t②♣❡ ▲✳t ❧✐st ❧✐st✱ ♦ù ▲✳t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉①✳
❇✐❡♥ q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❢r❡✐♥ à ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❞❡ ❝❡s ♦✉t✐❧s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ψ ♣❡✉t êtr❡
O(2|ψ|)✳ ❆✜♥ ❞❡ s❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛
♠✐s❡ ❡♥ ❋◆❈ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ψ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (a1 ∧ a2 . . .∧ an)∨ (b1 ∧ b2 . . .∧ bk) ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
n
∧
i=1
k
∧
j=1
(ai ∨ bj)
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ φ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ψ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ φ s♦✐t s❡✉❧❡♠❡♥t éq✉✐✲s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ♥♦♥✲
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ à ψ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✷✱ ✽❪✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s X
✭❛♣♣❡❧é❡s ♣r♦①✐❡s✮ ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s ϕ ❞❡ ψ ❡t à ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ϕ↔ X✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s a1∧ . . .∧an ❡t b1∧ . . .∧bk ❞❡ ψ
♣❛r ❞❡✉① ♣r♦①✐❡s X ❡t Y ❡t ❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞❡✉① éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡sX ↔ (a1∧. . .∧an)
❡t Y ↔ (b1 ∧ . . . ∧ bk)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ❋◆❈ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(X ∨ Y ) ∧
n
∧
i=1
(X̄ ∨ ai) ∧
k
∧
j=1
(Ȳ ∨ bj) ∧
(
X ∨
n
∨
i=1
āi
)
∧

Y ∨
k
∨
j=1
b̄j


❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❞✉✐s❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❋◆❈✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♠❛♥✐♣✉❧é❡s ♣❛r ✉♥ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r ❡♥ r❡t❛r❞❛♥t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t
❧❡s ♣r♦①✐❡s ❥✉sq✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡ ✈♦✐❡♥t ❛✛❡❝t❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❧❡ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ X ∨ Y ❞❡ ❧❛ ❋◆❈ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉t êtr❡ ❞♦♥♥é❡ ❛✉ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞✉ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r✱
❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t X ❡t Y ♣❡✉✈❡♥t ❡❧❧❡s êtr❡ ❛❥♦✉té❡s s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡ ✈♦✐❡♥t
❛ss✐❣♥❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✭♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡✮✳
◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❧❛✉s❛❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t
❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦①✐❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ q✉✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡
q✉✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦❞❡s ❞❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳
Pr✐♥❝✐♣❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋◆❈ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡
♣r♦①② X s❡ ré❞✉✐s❡♥t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
∧n
i=1 ai q✉❛♥❞ X ❡st ✈r❛✐ ❡t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
∨n
i=1 āi q✉❛♥❞ X ❡st ❢❛✉①✳
❈✬❡st ❞♦♥❝ ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✐♥sér❡r ❞❛♥s ❧❡ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r q✉❛♥❞
X s❡ ✈♦✐t ❛ttr✐❜✉❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r✳ ▲❛ ♠ê♠❡ r❡♠❛rq✉❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉① ❝❧❛✉s❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ♣r♦①✐❡s ❞❡s
s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f ∨ g✱ f → g ❡t f ↔ g✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼ rés✉♠❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡s
❝❧❛✉s❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ss✐❣♥é❡ ❛✉ ♣r♦①② ♣❛r ❧❡ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r✳
X X̄
X ↔ f ∧ g f ∧ g f̄ ∨ ḡ
X ↔ f ∨ g f ∨ g f̄ ∧ ḡ
X ↔ (f → g) f̄ ∨ g f ∧ ḡ
X ↔ (f ↔ g) (f̄ ∨ g) ∧ (f ∨ ḡ) (f ∨ g) ∧ (f̄ ∨ ḡ)
❋✐❣✳ ✼ ✕ ❈❧❛✉s❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ♣r♦①✐❡s
✶✵✶
❈♦♥❝❤♦♥ ✫ ❑❛♥✐❣ ✫ ▲❡s❝✉②❡r
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s✳ ❖♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❆ss✉♠❡ ❡t ❯♥s❛t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❉P▲▲ ❛✜♥
❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ∆ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ♣r♦①② ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❛❥♦✉té❡ à Γ✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✽ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ❛✉① rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣❛♥❞ ♣r❡♥❞ ❡♥
❛r❣✉♠❡♥t ✉♥ ❧✐ttér❛❧ l ❡t r❡t♦✉r♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✱ s✐ l ❡st ✉♥ ♣r♦①②✳ ■❧ ❞♦✐t êtr❡ ✈✐❞❡ s✐ l ❡st ✉♥
❧✐ttér❛❧ ✓ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ ✔✳ ❉❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣♦rté❡s ❛✉① rè❣❧❡s ❞❡ ❉P▲▲ ❛✈❡❝
❜❛❝❦❥✉♠♣✐♥❣ ❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✿ ✐❧ ❢❛✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛tt❛❝❤❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣♦rté❡s
♣❛r l ❛✉① ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❡①♣❛♥❞✭l✮✳
■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣❛♥❞ ❞❡ t②♣❡ ▲✳t → ▲✳t ❧✐st ❧✐st ❡st ❛❥♦✉té❡ à ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
❋◆❈✳ ▲❡ t②♣❡ ▲✳t r❡♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ✓ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s ✔ ❡t ❧❡s ♣r♦①✐❡s✳ ▲❛
♥❛t✉r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ✐♥❞✐✛ér❡♥t❡ ❛✉ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣❛♥❞ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡r✳
♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ❋◆❈ ❂ s✐❣
t②♣❡ ❢♦r♠✉❧❛
♠♦❞✉❧❡ ▲ ✿ ▲■❚❊❘❆▲
✈❛❧ ♠❛❦❡ ✿ ❢♦r♠✉❧❛ → ▲✳t ❧✐st ❧✐st
✈❛❧ ❡①♣❛♥❞ ✿ ▲✳t → ▲✳t ❧✐st ❧✐st
❡♥❞
▲✬✉♥✐q✉❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ à ❛♣♣♦rt❡r ❛✉ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷ ❡st ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ à ❞❡❧t❛ ❞❡ ❧❛
❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s r❡t♦✉r♥é❡s ♣❛r ❋♥❝✳❡①♣❛♥❞ ❧✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ❧ ❡st ♣❛ssé ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t à ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ss✉♠❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ss✉♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❧❡t r❡❝ ❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ❧ ❂
✐❢ ❙✳♠❡♠ ❧ ❡♥✈✳❣❛♠♠❛ t❤❡♥ ❡♥✈
❡❧s❡ ❜❝♣ ④ ❣❛♠♠❛ ❂ ❙✳❛❞❞ ❧ ❡♥✈✳❣❛♠♠❛ ❀
❞❡❧t❛ ❂ ✭❋♥❝✳❡①♣❛♥❞ ❧✮❅❡♥✈✳❞❡❧t❛ ⑥
❯♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞♦✐t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ss✉♠❡ ❞❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐s♣❛t❝❤ ♣♦✉r ♣r♦♣❛❣❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ❧✐ttér❛❧
❧✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❝♦❞❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❧❡t r❡❝ ❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ✭❧✱❞✮ ❂
✐❢ ▼✳♠❡♠ ❧ ❡♥✈✳❣❛♠♠❛ t❤❡♥ ❡♥✈
❡❧s❡ ❜❝♣ ④ ❣❛♠♠❛ ❂ ▼✳❛❞❞ ❧ ❞ ❡♥✈✳❣❛♠♠❛ ❀
❞❡❧t❛ ❂ ✭❞✐s♣❛t❝❤ ❞ ✭❋♥❝✳❡①♣❛♥❞ ❧✮✮❅❡♥✈✳❞❡❧t❛⑥
✹✳✷✳ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❋♥❝
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❋♥❝ ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❋◆❈ éq✉✐✲s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❤❛s❤✲
❝♦♥s✐♥❣✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé tr♦✉✈❡r❛ ❞❡ ♣❧✉s ❛♠♣❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❬✺❪✳
❆ss✉♠❡
Γ, l ⊢ expand(l),∆
Γ ⊢ ∆, l
❯♥s❛t
Γ, l ⊢ expand(l),∆ Γ, l̄ ⊢ expand(l),∆
Γ ⊢ ∆
❋✐❣✳ ✽ ✕ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❉P▲▲ ❛✈❡❝ ♣r♦①✐❡s
✶✵✷
❙❛t✲▼✐❝r♦ ✿ ♣❡t✐t ♠❛✐s ❝♦st❛✉❞ ✦
Pr✐♥❝✐♣❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s✉✐t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ψ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f ∧ g✱ ♦♥ ❝ré❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦①✐❡s Xf ❡t Xg ❞❡ f ❡t g✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s ♦♥
❝♦♥str✉✐t ❧❡s ❞❡✉① ❧✐st❡s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ψ+ ❡t ψ− ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t Xf ❡t Xg✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ψ✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
s✐♠♣❧❡♠❡♠❡♥t ❤❛s❤✲❝♦♥s❡r ❧❛ ♣❛✐r❡ (ψ+, ψ−) ❡t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ♣r♦①② ♣♦✉r ψ✳ ❆✐♥s✐✱
♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❋◆❈ éq✉✐✲s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛ss✉r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣❛rt❛❣❡
♠❛①✐♠❛❧ ❞❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s ✭❞♦♥❝ ❞❡s ♣r♦①✐❡s✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r très ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs
✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✺✮✳
■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❍❛s❤❝♦♥s ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✺❪ ♣♦✉r ❢❛❜r✐q✉❡r ❞❡s ❋◆❈
éq✉✐✲s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s✳ ❈❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤❛s❤❝♦♥s✱ ❞❡ t②♣❡ α t → α → α ❤❛s❤❴❝♦♥s❡❞✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❤❛s❤✲❝♦♥s❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉♥ t②♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ α✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st
✉♥❡ t❛❜❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞é❥à ♣❛rt❛❣é❡s✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥t ❧❡ t②♣❡✱ α ❤❛s❤❴❝♦♥s❡❞✱
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❤❛s❤✲❝♦♥sé❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ✭très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r
❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧✮✳ ❤❛s❤❴❝♦♥s❡❞ ❡st ✉♥ t②♣❡ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❛②❛♥t ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ♥♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ α ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st st♦❝❦é❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❛ssé❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤❛s❤❝♦♥s✳ ▲❡ t②♣❡ ▲✳t ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❡st ❞é✜♥✐ à ❧✬❛✐❞❡
❞❡s tr♦✐s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ▲❡ t②♣❡ t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣r♦①✐❡s ❞❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉① ♣❛✐r❡s ❤❛s❤✲❝♦♥sé❡s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✱ r❡♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ ♣❛r ❞❡s ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡
✈✐❡✇ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ét✐q✉❡tt❡s ♣♦s ❡t ♥❡❣✳ ▲❡s ❝❧❛✉s❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ t②♣❡ ❝❧❛✉s❡ q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡ s♦✐t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❤❛s❤✲❝♦♥sé❡s✱ s♦✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ✓ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ ✔✳
♠♦❞✉❧❡ ▲ ❂ str✉❝t
t②♣❡ t ❂ ✈✐❡✇ ❍❛s❤❝♦♥s✳❤❛s❤❴❝♦♥s❡❞
❛♥❞ ✈✐❡✇ ❂ ④ ♣♦s ✿ ❝❧❛✉s❡s ❀ ♥❡❣ ✿ ❝❧❛✉s❡s⑥
❛♥❞ ❝❧❛✉s❡s ❂ ❈ ♦❢ t ❧✐st ❧✐st ⑤ ▲❚ ♦❢ str✐♥❣ × ❜♦♦❧
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❦❴♥♦t ❝♦♥str✉✐t ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦①② x s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ é❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s
❝❤❛♠♣s ①✳♥♦❞❡✳♣♦s ❡t ①✳♥♦❞❡✳♥❡❣✱ ♣✉✐s ❡♥ ❤❛s❤✲❝♦♥s❛♥t ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ✿
❧❡t ♠❦❴♥♦t ① ❂ ❧❡t ♥ ❂ ①✳♥♦❞❡ ✐♥ ❤❛s❤❝♦♥s t❛❜❧❡ ④♣♦s❂♥✳♥❡❣ ❀♥❡❣❂♥✳♣♦s⑥
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣❛♥❞ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❋♥❝ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ r❡t♦✉r♥❡r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♠♣ ♣♦s ❞✉ ♣r♦①② ①✳ ❊❧❧❡ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ❧✐st❡ ✈✐❞❡ s✐ ① r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ✓ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ ✔ ✿
❧❡t ❡①♣❛♥❞ ① ❂ ♠❛t❝❤ ①✳♥♦❞❡✳♣♦s ✇✐t❤ ❈ ❧ → ❧ ⑤ ▲❚ ❴ → ❬❪
❊♥✜♥✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ♣r♦①② ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♠♠❡ f ∧ g à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❦❴❛♥❞ ❝✐✲
❞❡ss♦✉s✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡✉① ♣r♦①✐❡s f ❡t g ❞❡ t②♣❡ ▲✳t ❡t r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ ♣r♦①②
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❤❛s❤✲❝♦♥s✐♥❣ ❞❡s ❋◆❈ f ∧ g ❡t f̄ ∨ ḡ✳
❧❡t ♠❦❴❛♥❞ ❢ ❣ ❂ ❤❛s❤❝♦♥s t❛❜❧❡ ④♣♦s❂❈❬❬❢❪ ❀❬❣❪❪ ❀ ♥❡❣❂❈❬❬♠❦❴♥♦t ❢ ❀♠❦❴♥♦t ❣❪❪⑥
✺✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ♣rés❡♥tés
❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ❡①tr❛✐t❡s
❞✉ ❥❡✉ ❞❡ t❡sts ❞✉ ❝♦♥❝♦✉rs ❛♥♥✉❡❧ s✉r ❧❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ❬✶❪✳ ❈❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ❞é❥à ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❀ ❡❧❧❡s ♥❡ s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ❞✬❛✉❝✉♥❡ ✉t✐❧✐té ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❋◆❈ éq✉✐✲s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s✳
◆♦✉s ✐♥✈✐t♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹ à ❝♦♥s✉❧t❡r
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞ét❛✐❧❧és ❞❛♥s ❬✺❪✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tr♦✐s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✵✸
❈♦♥❝❤♦♥ ✫ ❑❛♥✐❣ ✫ ▲❡s❝✉②❡r
✕ ❆■▼✱ ✐♥st❛♥❝❡s s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸✲❙❆❚ ❣é♥éré❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t
✕ ❯❋✱ ✐♥st❛♥❝❡s ✸✲❈◆❋ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡
✕ ❉❯❇❖■❙✱ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s ❣é♥éré❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t
▲❡s ❝❤✐✛r❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ❧❡s ♥♦♠s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❋◆❈✳ ▲❡s tr♦✐s ❝♦❧♦♥♥❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✭♣♦✉r
✉♥ P❡♥t✐✉♠ ✹ ✷●❍③ ❛✈❡❝ ✺✶✷▼♦ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✮ ❞❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ❙❡❝t✐♦♥s ✷✱ ✸✳✶ ❡t
✸✳✷✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❉P▲▲ ❉P▲▲✲❇ ❉P▲▲✲❈
❛✐♠✲✺✵✲✶✳✻ ✭✺✵✱✽✵✮ ✹s ✹✵♠s ✹♠s
❛✐♠✲✶✵✵✲✷✳✵ ✭✶✵✵✱✷✵✵✮ > 10♠ ✸✸s ✵✳✸s
❛✐♠✲✷✵✵✲✷✳✵ ✭✷✵✵✱✹✵✵✮ > 10♠ ✼♠ ✹s
✉❢✲✶✷✺ ✭✶✷✺✱✺✸✽✮ ✷✷s ✶✷s ✶✵s
❞✉❜♦✐s ✭✻✻✱✶✼✻✮ ✽♠✸✵s ✹✼s ✺✷s
❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡✱ s✉r ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸ ♦♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t
❢♦rt s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs✳ ❈❡t ✐♠♣❛❝t ❡st à r❡❧❛t✐✈✐s❡r ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡
♥✬✉t✐❧✐s❡ ❛✉❝✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st très
s❡♥s✐❜❧❡ à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ à ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s
❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐t s♦♥t ❛❥♦✉té❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❣❛✐♥ ♦❜s❡r✈é❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥tr❡
❉❯❇❖■❙ ❡t ❆■▼✲✷✵✵✲✷✳✵✳
✻✳ ❚r❛✈❛✉① ❈♦♥♥❡①❡s ❡t ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝✐s❡ ❞✬✉♥ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r ♠♦❞❡r♥❡ ❡♥ ❖❝❛♠❧ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ à ❜❛s❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ❞❡s
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t
❧❡s rè❣❧❡s ❀ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡s rè❣❧❡s ♦♥t été ❝♦♥ç✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡ s♦✉❝✐ ❞❡ ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❡♥tr❡
❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞✉ ❉P▲▲ ♥❛ï❢ ❛ ♣✉ êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺
❞é♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❡✛❡ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ❝❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❙❆❚✲
s♦❧✈❡r ét❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré
❝♦♠♠❡♥t t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❋◆❈ ❡✣❝❛❝❡ ✿ ❛✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té
❝♦♠♠❡♥t ✉♥ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s ♣❛r ❤❛s❤✲❝♦♥s✐♥❣ ❡t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❡ss❡✉① ❞❡ ❧❛ ❋◆❈ ♣♦✉✈❛✐❡♥t
êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥tés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❞é♠❛r❝❤❡ s♦♥t ❝❡✉① ❞❡ ◆✐❡✉✇❡♥❤✉✐s✱ ❖❧✐✈❡r❛s ❡t ❚✐♥❡❧❧✐ s✉r
❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❉P▲▲ ❬✶✶❪✳ ▲❡✉r s②stè♠❡✱ ❜❛sé s✉r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✱ ❞é❝r✐t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❉P▲▲ ♦ù ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❣❛r❞❡ ❞❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❜str❛✐t❡ ♣❛r
❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ r❡♥❞❛♥t ♣❧✉s ❛✐sé❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
r❡♥❞ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞✉ s♦❧✈❡✉r ❡t ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❖r✱ ❞❡ ♣❛rt ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❝❡s ♦✉t✐❧s ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧❡✉r
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❬✶✺❪ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❥✉st❡♠❡♥t été ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛
❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ♥♦s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs s②stè♠❡s✱ ❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs✳
❙❛t✲▼✐❝r♦ ♣❡✉t êtr❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❡st❛rt ♦✉ ❧❡s
t✇♦✲♠❛t❝❤❡❞ ❧✐t❡r❛❧s ❬✶✵❪✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ✓ ❜♦♥♥❡s ✔ ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳
▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞♦♥t ❞é♣❡♥❞❡♥t ❧❡s ❝♦♥✢✐ts ♣♦✉rr❛✐t ❛✉ss✐ êtr❡ r❛✣♥é❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡
s❡✉❧s ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ✓ ❞♦♠✐♥❛t❡✉rs ✔ ❞✉ ❝♦♥✢✐t s♦✐❡♥t r❡t♦✉r♥és✳ ❈❡s ❧✐ttér❛✉①✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❬✷❪✱
♣❡r♠❡tt❡♥t s♦✉✈❡♥t ✉♥ ❜❛❝❦❥✉♠♣✐♥❣ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té✳ ■❧ s❡r❛✐t ❡♥✜♥
✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ❧❡ s②stè♠❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✉❧♦
✉♥❡ t❤é♦r✐❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧✬❡①♣❧♦✐t❡r ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙▼❚ t❡❧ ❊r❣♦ ❬✹✱ ✸❪✳
✶✵✹
❙❛t✲▼✐❝r♦ ✿ ♣❡t✐t ♠❛✐s ❝♦st❛✉❞ ✦
❘é❢ér❡♥❝❡s
❬✶❪ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙❆❚ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥s ✇❡❜ ♣❛❣❡✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❛t❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳♦r❣✴✳
❬✷❪ P✳ ❇❡❛♠❡✱ ❍✳ ❑❛✉t③✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙❛❜❤❛r✇❛❧✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❝❧❛✉s❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ✷✵✵✸✳
❬✸❪ ❙✳ ❈♦♥❝❤♦♥ ❛♥❞ ❊✳ ❈♦♥t❡❥❡❛♥✳ ❚❤❡ ❊r❣♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r✳ ❤tt♣✿✴✴❡r❣♦✳❧r✐✳❢r✴✳
❬✹❪ ❙✳ ❈♦♥❝❤♦♥✱ ❊✳ ❈♦♥t❡❥❡❛♥✱ ❏✳ ❑❛♥✐❣✱ ❛♥❞ ❙✳ ▲❡s❝✉②❡r✳ ▲✐❣❤t✇❡✐❣❤t ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊r❣♦ ❚❤❡♦r❡♠
Pr♦✈❡r ✐♥s✐❞❡ ❛ Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥t✳ ■♥ ❏✳ ❘✉s❤❜② ❛♥❞ ◆✳ ❙❤❛♥❦❛r✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❆❋▼✵✼ ✭❆✉t♦♠❛t❡❞ ❋♦r♠❛❧
▼❡t❤♦❞s✮✱ ✷✵✵✼✳
❬✺❪ ❙✳ ❈♦♥❝❤♦♥ ❛♥❞ ❏✳✲❈✳ ❋✐❧❧✐âtr❡✳ ❚②♣❡✲❙❛❢❡ ▼♦❞✉❧❛r ❍❛s❤✲❈♦♥s✐♥❣✳ ■♥ ❆❈▼ ❙■●P▲❆◆ ❲♦r❦s❤♦♣
♦♥ ▼▲✱ P♦rt❧❛♥❞✱ ❖r❡❣♦♥✱ ❙❡♣t✳ ✷✵✵✻✳
❬✻❪ ▼✳ ❉❛✈✐s✱ ●✳ ▲♦❣❡♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❉✳ ▲♦✈❡❧❛♥❞✳ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r t❤❡♦r❡♠✲♣r♦✈✐♥❣✳ ❈♦♠♠✉♥✳
❆❈▼✱ ✺✭✼✮ ✿✸✾✹✕✸✾✼✱ ✶✾✻✷✳
❬✼❪ ▼✳ ❉❛✈✐s ❛♥❞ ❍✳ P✉t♥❛♠✳ ❆ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❏✳ ❆❈▼✱ ✼✭✸✮ ✿✷✵✶✕
✷✶✺✱ ✶✾✻✵✳
❬✽❪ ❚✳ ❇✳ ❞❡ ❧❛ ❚♦✉r✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ❜② r❡♥❛♠✐♥❣✳ ■♥ ❈❆❉❊✲✶✵ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
t❤❡ t❡♥t❤ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✺✺✽✕✺✼✷✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱
✶✾✾✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ■♥❝✳
❬✾❪ ❏✳ ❲✳ ❋r❡❡♠❛♥✳ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱
P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✱ P❆✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✺✳
❬✶✵❪ ▼✳ ❲✳ ▼♦s❦❡✇✐❝③✱ ❈✳ ❋✳ ▼❛❞✐❣❛♥✱ ❨✳ ❩❤❛♦✱ ▲✳ ❩❤❛♥❣✱ ❛♥❞ ❙✳ ▼❛❧✐❦✳ ❈❤❛✛ ✿ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥
❡✣❝✐❡♥t s❛t s♦❧✈❡r✳ ■♥ ❉❆❈ ✬✵✶ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸✽t❤ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡s✐❣♥ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s
✺✸✵✕✺✸✺✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✶✳ ❆❈▼ Pr❡ss✳
❬✶✶❪ ❘✳ ◆✐❡✉✇❡♥❤✉✐s✱ ❆✳ ❖❧✐✈❡r❛s✱ ❛♥❞ ❈✳ ❚✐♥❡❧❧✐✳ ❆❜str❛❝t ❉P▲▲ ❛♥❞ ❛❜str❛❝t ❉P▲▲ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡♦r✐❡s✳
■♥ ❋✳ ❇❛❛❞❡r ❛♥❞ ❆✳ ❱♦r♦♥❦♦✈✱ ❡❞✐t♦rs✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✶t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▲♦❣✐❝
❢♦r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ✭▲P❆❘✬✵✹✮✱ ▼♦♥t❡✈✐❞❡♦✱ ❯r✉❣✉❛②✱ ✈♦❧✉♠❡
✸✹✺✷ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✸✻✕✺✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✺✳
❬✶✷❪ ❉✳ ❆✳ P❧❛✐st❡❞ ❛♥❞ ❙✳ ●r❡❡♥❜❛✉♠✳ ❆ str✉❝t✉r❡✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❝❧❛✉s❡ ❢♦r♠ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❏✳ ❙②♠❜✳
❈♦♠♣✉t✳✱ ✷✭✸✮ ✿✷✾✸✕✸✵✹✱ ✶✾✽✻✳
❬✶✸❪ ❏✳ P✳ ▼✳ ❙✐❧✈❛ ❛♥❞ ❑✳ ❆✳ ❙❛❦❛❧❧❛❤✳ ●r❛s♣ ✿ ❛ ♥❡✇ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ■❈❈❆❉
✬✾✻ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✾✾✻ ■❊❊❊✴❆❈▼ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r✲❛✐❞❡❞ ❞❡s✐❣♥✱
♣❛❣❡s ✷✷✵✕✷✷✼✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✻✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✳
❬✶✹❪ ▲✳ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❙✳ ▼❛❧✐❦✳ ❚❤❡ q✉❡st ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ❜♦♦❧❡❛♥ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② s♦❧✈❡rs✳ ■♥ ❈❆❉❊✲
✶✽ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✽t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✷✾✺✕✸✶✸✱
▲♦♥❞♦♥✱ ❯❑✱ ✷✵✵✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳
❬✶✺❪ ▲✳ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❙✳ ▼❛❧✐❦✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♥❣ s❛t s♦❧✈❡rs ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝❤❡❝❦❡r ✿
Pr❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❉❆❚❊ ✬✵✸ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡
♦♥ ❉❡s✐❣♥✱ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❚❡st ✐♥ ❊✉r♦♣❡✱ ♣❛❣❡ ✶✵✽✽✵✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✸✳ ■❊❊❊
❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✳
✶✵✺
❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✽ ✕ ❏♦✉r♥é❡s ❋r❛♥❝♦♣❤♦♥❡s ❞❡s ▲❛♥❣❛❣❡s ❆♣♣❧✐❝❛t✐❢s✕ ❏❋▲❆✵✽
✶✵✻
janvier 2008  Journées Francophones des Langages Applicatifs JFLA08
Vérication formelle du tri fonctionnel par tas
Étude opérationnelle
Pascal Manoury
PPS  Université Paris Diderot
UFR d'informatique  Université Pierre et Marie Curie
La programmation fonctionnelle a su produire un certain nombre de perles : expressions élégantes
ou astucieuses d'algorithmes performants en termes de purs calculs de valeurs. Parmi celles-ci, nous
nous sommes penchés sur la formulation fonctionnelle, bien connue, de l'algorithme de tri par tas des
éléments d'une liste (voir, par exemple [Bir96]).
L'algorithme fonctionnel de tri par tas repose sur le schéma général en deux étapes des tris par
arbres :
1. construire une structure de tas à partir des éléments de la liste à trier.
2. extraire la liste triée de la structure de tas.
L'étape 1 est réalisée par itération d'une fonction d'insertion d'un nouvel élément dans la structure
arborescente.
L'étude présentée ici ne concerne pas la correction dénotationnelle (le résultat est bien une liste
triée) mais plutôt la correction opérationnelle de l'implantation qui repose sur la construction d'une
structure d'arbre équilibré. À cet égard, l'élément nodal de l'expression fonctionnelle du tri par tas
est la fonction d'insertion. C'est sur celle-ci que se concentre le travail présenté ici. Toute fonction
construisant une structure d'arbre dont la racine minimise (ou maximise) les valeurs contenues dans
l'arbre conviendra pour remplir la première étape du processus de tri. En revanche, seule une fonction
construisant eectivement une structure d'arbre équilibré donnera la performance algorithmique
attendue d'un tri pas tas. C'est en cela que nous distinguons la correction opérationnelle qui concerne
les propriétés algorithmiques du processus d'obtention d'une valeur de la correction dénotationnelle
qui ne concerne que les propriétés de la valeur obtenue.
Nous avions abordé cette question dans [Man96] au détour d'une étude plus générale de l'expression
fonctionnelle d'algorithmes de tri dans le système Coq (à l'époque [Coq96]) dont la dernière partie
était consacrée à la preuve de correction d'arbres binaires équilibrés. Cependant, pour ce qui est de
la propriété d'équilibrage, nous avions travaillé sur structure d'arbre simpliée  dans arbres sans
étiquettes  ce qui avait simplié la conduite de la preuve. Nous proposons aujourd'hui l'étude de la
version complète de la fonction d'insertion. Nous n'avons pas connaissance d'autre étude axée sur une
telle correction opérationnelle.
Cette étude s'inscrit dans le domaine de la preuve de programme. Nous en présentons le résultat
selon deux formes :
 formulation et une preuve à la main du résultat de correction recherché ;
 formulation et preuve à la machine de ce même résultat en utilisant l'outil de preuve formelle
PAF ! (voir [Bar03a]).
L'intérêt de cette double présentation est, à notre sens, de mesurer la distance entre la rédaction
d'une preuve destinée à assurer un lecteur intuitif et cultivé de la validité d'un algorithme et le codage
enchaînant et combinant un ensemble strictement déni de traits de langage de spécication et de
commandes de construction de preuves formelles destinés à une vérication mécanique.
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En eet, de même qu'il est par trop pénible de suivre le code d'un programme non commenté, on
ne lit pas un script de preuve formelle. En revanche, si l'on dispose du guide d'une preuve à la main
et si la distance entre rédaction et codage n'est pas infranchissable, le destinataire d'une preuve de
programme, sans avoir besoin de déchirer ou rejouer l'ensemble du script de la preuve à la machine,
pourra se convaincre de la validité du codage des grandes étapes de celle-ci : l'énoncé des propriétés
et des lemmes aérants. Le déchirage et la validation des étapes détaillées de la preuve n'ore plus
d'intérêt : la machine s'en est chargé. On peut rapprocher cette méthode d'exposition de la démarche
de spécication proposée par N. Lopez dans [Lop02] :
 spécication pré-formelle (notre preuve à la main) ;
 spécication formelle (notre preuve à la machine).
dont l'objet est d'obtenir l'accord d'un client (a priori non spécialiste de tel ou tel système formel)
sur la pertinence de l'énoncé d'une spécication formelle. Le système se chargera de la vérication
mécanique de la correction du programme dérivé.
L'exposé de la preuve à la machine introduira au fur et à mesure des besoins les traits pertinents
du système PAF !.
1. Éléments du problème
Arbre équilibré La performance algorithmique du tri par tas est obtenue si la structure d'arbre
construite est équilibrée. Un arbre est parfaitement équilibré lorsque toutes ses feuilles sont à égale
distance de la racine. Un arbre binaire parfaitement équilibré posséde un nombre de n÷uds fonction de
sa profondeur. Les listes à trier possèdent un nombre quelconque d'éléments, la propriété d'équilibrage
requise pour l'algorithme de tri par tas est donc moins restrictive : on demandera simplement que
pour toute paire de feuilles, leurs distances à la racine dièrent au maximum de 1.
On peut donner une dénition équivalente de cette propriété d'équilibrage évitant l'usage explicite
de la quantication universelle (pour toute paire de feuilles...). Appelons hauteur la distance d'une
feuille à la racine. Un arbre possède une hauteur minimale et une hauteur maximale. On dit alors
qu'un arbre est équilibré lorsque sa hauteur minimale et sa hauteur maximale dièrent au plus de 1.
Soit b un arbre binaire. Notons hmin(b) sa hauteur minimale et hmax(b) sa hauteur maximale. La
propriété d'équilibrage voulue se formalise ainsi :
hmax(b) = hmin(b) ∨ hmax(b) = hmin(b) + 1
Ce que l'on notera de façon plus conscise :
hmin(b)± hmax(b)
Pour un ensemble A d'étiquettes, on note B[A] l'ensemble des arbres binaires étiquetés par les
éléments de A. L'ensemble WB[A] des arbres binaires équilibrés est alors déni par
WB[A] = {b ∈ B[A] | hmin(b)± hmax(b)}
On a que b ∈WB[A] est équivalent à b ∈ B[A] et hmin(b)± hmax(b).
Construction du tas : invariant La construction du tas à partir des éléments de la liste à trier
est obtenue par itération, sur les éléments de la liste, d'une fonction d'insertion d'un nouvel élément a
dans un tas b. Pour assurer la performance algorithmique il faut s'assurer que cette fonction préserve
la propriété d'équilibrage de l'arbre binaire qu'elle produit. Appelons ins la fonction d'insertion. Un
moyen immédiat d'atteindre notre but serait d'établir la simple propriété d'invariance
b ∈WB[A]⇒ ins(a, b) ∈WB[A]
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Mais nous verrons que cette invariance ne tient pas et qu'il faut en déterminer une plus ne.
Nous allons donc nous attacher, dans la suite de cet article, à poser une propriété invariance
plus précise de la fonction d'insertion et nous verrons comment elle permet d'établir la correction
opérationnelle recherchée. Nous préciserons pour cela comment caractériser le sous ensemble
particulier des arbres engendrés par l'itération de la fonction d'insertion (les arbres adéquats). Cette
caractérisation repose sur la notion de similarité de structure entre arbres (arbres isomorphes) ainsi
que, et là est l'astuce, sur l'usage de la fonction d'insertion elle-même.
2. Rédaction à la main
Soit A un ensemble d'étiquettes. Soient Lf et Br deux symboles, respectivement d'arité 0 et 3.
L'ensemble des arbres binaires B[A] est donné par l'algèbre de termes :
 Lf ∈ B[A] ;
 si a ∈ A, si b1, b2 B[A] alors Br(a, b1, b2) ∈ B[A].
Soit c une fonction binaire de comparaison des éléments de A. La fonction d'insertion ins est dénie
par les équations récursives conditionnelles suivantes :
ins(a, Lf) = Br(a, Lf, Lf)
ins(a1, Br(a2, b1, b2)) = Br(a1, b2, ins(a2, b1)) si c(a1, a2)
= Br(a2, b2, ins(a1, b1)) sinon
2.1. Aner l'invariant
On n'arrivera pas à démontrer directement que ∀b ∈ B[A].b ∈WB[A]⇒ ins(b) ∈WB[A]. C'est à
dire, pour tout b ∈ B[A] hmin(b)±hmax(b)⇒ hmin(ins(b))±hmax(ins(b)), car cet énoncé est tout
simplement faux. En eet l'arbre binaire b = Br(a,Br(a, Lf, Lf), Lf) vérie bien hmin(b)±hmax(b)
mais ins(a, b) = Br(a, Lf,Br(a, Lf,Br(a, Lf, Lf))) et hmax(ins(a, b)) = hmin(ins(a, b)) + 2.
En fait, l'itération de la fonction ins, en prenant pour premier terme l'arbre vide Lf , détermine une
suite particulière d'arbres équilibrés. Si l'on fait abstraction des étiquettes, on a le schéma d'insertion
suivant :
insa(Lf) = Br(Lf, Lf)
insa(Br(b1, b2)) = Br(b2, insa(b1))
L'itérée insna(Lf) engendre la suite (voir gure ci-après) :
b0 = Lf
b1 = Br(Lf,Lf)
b2 = Br(Lf,Br(Lf, Lf))
b3 = Br(Br(Lf, Lf), Br(Lf,Lf))
b4 = Br(Br(Lf, Lf), Br(Lf,Br(Lf, Lf)))
b5 = Br(Br(Lf,Br(Lf, Lf)), Br(Lf,Br(Lf,Lf)))
b6 = Br(Br(Lf,Br(Lf, Lf)), Br(Br(Lf,Lf), Br(Lf, Lf)))
etc...
En mettant de côté le premier terme b0, on remarque que les arbres obtenus ont deux formes :
 soit Br(bi, bi)
 soit Br(bi, insa(bi))
pour un bi quelconque de la suite. De cette remarque, on peut tirer une dénition inductive de
l'ensemble WBI des arbres engendrés par la fonction ins, partant de l'arbre vide :
 Lf ∈WBI ;
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Fig. 1  Étapes b1 à b5
 si b ∈WBI alors Br(b, b) ∈WBI ;
 si b ∈WBI alors Br(b, insa(b)) ∈WBI.
Arbres isomorphes Nous ne voulons pas ici, comme nous l'avions fait dans [Man96], raisonner sur
une telle abstraction de la fonction d'insertion. Il nous faut donc expliciter comment faire abstraction
des étiquettes en introduisant la notion d'arbres isomorphes (arbres de même forme).
Notons b1 ≈ b2 le fait, pour deux arbres binaires, d'être isomorphes. C'est une relation d'équivalence
que l'on dénit par :
 Lf ≈ Lf ;
 si b1 ≈ b2 et b3 ≈ b4 alors, pour tout a1, a2 ∈ A, Br(a1, b1, b3) ≈ Br(a2, b2, b4).
Arbres adéquats On dénit alors l'ensemble WBI[A] d'arbres binaires à étiquettes dans A  dont
nous verrons qu'ils sont équilibrés et qu'ils sont en adéquation avec la fonction d'insertion  de la
façon suivante :
 Lf ∈WBI[A] ;
 si b1 ∈WBI[A], et si (b2 ≈ b1 ∨ ∀a ∈ A.b2 ≈ ins(a, b1)) alors Br(a, b1, b2) ∈WBI[A].
Nous appelons arbres adéquats les éléments de WBI[A].
Résultats La validation de la correction opérationnelle d'un programme fonctionnel de tri par tas
repose sur les deux résultats suivants :
Théorème 1 l'ensemble WBI[A] est clos par la fonction ins, c'est-à-dire
∀b ∈ B[A].(b ∈WBI[A]⇒ ∀a ∈ A.ins(a, b) ∈WBI[A])
Théorème 2 tout élément de WBI[A] est équilibré, c'est-à-dire WBI[A] ⊂WB[A], ou encore
∀b ∈ B[A].(b ∈WBI[A]⇒ b ∈WB[A])
En eet, la fonction de construction du tas HeapOfList par itération de la fonction d'insertion
sur les éléments d'une liste est dénie par récurrence sur la liste :
HeapOfList(Nil) = Lf
HeapOfList(Cons(x, xs)) = ins(x,HeapOfList(xs))
La correction opérationnelle nale de la fonction de construction du tas est
∀xs ∈ L[A].HeapOfList(xs) ∈WB[A]
où L[A] est l'ensemble des listes d'éléments de A. Comme on a que ∀xs ∈ L[A].HeapOfList(xs) ∈
B[A] il sut, en vertu du théorème 2, de montrer que
∀xs ∈ L[A].HeapOfList(xs) ∈WBI[A]
Ce que l'on obtient par induction sur la liste xs :
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 si xs = Nil, on a bien Lf ∈WBI[A]
 si xs = Cons(x, xs), on a, par hypothèse d'induction HeapOfList(xs) ∈ WBI[A]. Il nous faut
HeapOfList(Cons(x, xs)) ∈ WBI[A], c'est-à-dire ins(x,HeapOfList(xs)) ∈ WBI[A]. Ce que
l'on a en combinant le théorème 1 à l'hypothèse d'induction.
2.2. Lemmes
Dans la preuve de nos deux théorèmes nous ferons usage explicite de certaines propriétés concernant
les rapports entre calcul de hauteur, fonction d'insertion, arbres isomorphes et arbres adéquats
qu'énoncent les quatre lemmes que voici.
Lemme 1 La fonction d'insertion fait croître la hauteur maximale d'au plus 1.
∀a ∈ A.∀b ∈ B[A].hmax(b)± hmax(ins(a, b))
Par induction structurelle sur b, on montre ∀a ∈ A.hmax(b)± hmax(ins(a, b)).
Si b = Lf , on a bien 0± 1.
Si b = Br(a1, b1, b2), on a, par hypothèse d'induction que hmax(b1)± hmax(ins(a, b1)), pour tout
a ∈ A. Soit a0 ∈ A quelconque. Par dénition de ins et de hmax1, il faut montrer que
max(hmax(b1), hmax(b2))±max(hmax(b2), hmax(ins(α, b1))) avec α ∈ {a0, a1}
Suivant notre hypothèse d'induction, on peut donc raisonner par cas selon que hmax(ins(α, b1)) =
hmax(b1) ou hmax(ins(α, b1)) = hmax(b1) + 1.
Si hmax(ins(α, b1)) = hmax(b1), il faut avoir
max(hmax(ins(α, b1)), hmax(b2))±max(hmax(b2), hmax(ins(α, b1)))
ce qui est à l'évidence vrai.
Si hmax(ins(α, b1)) = hmax(b1) + 1, il faut avoir
max(hmax(b1), hmax(b2))±max(hmax(b2), hmax(b1) + 1)
On raisonne selon que hmax(b1) + 1 ≤ hmax(b2) ou non.
Si hmax(b1) + 1 ≤ hmax(b2), on a qu'alors hmax(b1) ≤ hmax(b2). Il faut donc hmax(b2) ±
hmax(b2), ce qui est à l'évidence vrai.
Si ¬(hmax(b1) + 1 ≤ hmax(b2)), un peu d'arithmétique nous donne que hmax(b2) ≤ hmax(b1). Il
faut donc hmax(b1)± hmax(b1) + 1, ce qui est à l'évidence vrai et achève la démonstration.
Lemme 2 Les arbres isomorphes ont bien même hauteur minimale et même hauteur maximale
∀b1, b2 ∈ B[A].(b1 ≈ b2 ⇒ hmin(b1) = hmin(b2))
∀b1, b2 ∈ B[A].(b1 ≈ b2 ⇒ hmax(b1) = hmax(b2))
On obtient facilement ces deux énoncés par induction sur b1, puis par cas sur b2, dans le cas inductif.
Lemme 3 La relation ≈ est invariante pour la fonction d'insertion
∀b1, b2 ∈ B[A].(b1 ≈ b2 ⇒ ∀a1, a2 ∈ A.(ins(a1, b1) ≈ ins(a2, b2)))
1hmax(Br(a, b1, b2) = 1 + max(hmax(b1), hmax(b2))
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Ici également, le résultat s'obtient directement par induction sur b1, par cas sur b2, puis analyse des
cas introduits par la dénition de ins.
Lemme 4 L'ensemble WBI[A] est clos par ≈
∀b1, b2 ∈ B[A].(b1 ≈ b2, b1 ∈WBI[A]⇒ b2 ∈WBI[A])
Ici encore, on raisonne par induction sur b1, puis par cas sur b2. Regardons un peu les étapes de cette
preuve. On applique l'induction sur la formule ∀b2 ∈ B[A].(b1 ≈ b2, b1 ∈WBI[A]⇒ b2 ∈WBI[A]).
Si b1 = Lf et si b2 = Lf , le résultat est trivial.
Si b1 = Lf et b2 = Br(a, b3, b4), le résultat est trivialement vrai par fausseté de l'hypothèse
Lf ≈ Br(a, b3, b4).
Si b1 = Br(a, b3, b4) et b2 = Lf , le résultat est ici aussi trivialement vrai par fausseté de l'hypothèse
Br(a, b3, b4) ≈ Lf .
Si b1 = Br(a1, b3, b4) et b2 = Br(a2, b5, b6). On a, par hypothèse b3 ≈ b5 et b4 ≈ b6 ainsi que
b3 ∈WBI[A] et b4 ≈ b3∨∀a ∈ A.b4 ≈ ins(a, b3). On a, par hypothèse d'induction que ∀b2 ∈ B[A].(b3 ≈
b2 ⇒ b2 ∈WBI[A]). On veut (i) b5 ∈WBI[A] et (ii)b6 ≈ b5 ou b6 ≈ ins(a, b5), pour tout a ∈ A.
(i) est une conséquence de l'hypothèse d'induction.
(ii) s'obtient en raisonnant par cas d'après l'hypothèse b4 ≈ b3 ou b4 ≈ ins(a, b3), pour tout a ∈ A.
Si b4 ≈ b3, on a b6 ≈ b4 ≈ b3 ≈ b5 en utilisant la transitivité et la symétrie de ≈.
Si b4 ≈ ins(a, b3), on a par lemme 3 que ins(a, b3) ≈ ins(a, b5) ; on a donc b6 ≈ b4 ≈ ins(a, b3) ≈
ins(a, b5).
Lemme technique : si la fonction d'insertion fait croître strictement la hauteur maximale d'un
arbre de WBI[A], c'est que l'arbre était parfaitement équilibré. Ce fait est la clé de la correction
algorithmique de la fonction d'insertion. Il manifeste comment les étiquettes sont disposées de façon à
remplir la structure de tas avant d'en accroître la hauteur. Il est donc intéressant d'en voir le détail.
Lemme 5
∀a ∈ A.∀b ∈WBI[A].(hmax(ins(a, b)) = hmax(b) + 1⇒ hmin(b) = hmax(b))
Par induction sur b.
Le cas de base est trivial.
Si b = Br(a′, b1, b2), il faut montrer min(hmin(b1), hmin(b2)) = max(hmax(b1), hmax(b2)). On
a, par hypothèse que Br(a, b1, b2) ∈ WBI[A], ce qui nous donne en particulier que b1 ∈ WBI[A] et
b2 ≈ b1 ou b2 ≈ ins(α, b1) avec α ∈ {a, a′}. On raisonne par cas sur cette disjonction.
Si b2 ≈ b1, le lemme 2 nous donne que hmin(b1) = hmin(b2) et hmax(b1) = hmax(b2). On peut
donc se ramener à montrer que hmin(b1) = hmax(b1). Ce que l'on aura par hypothèse d'induction si
l'on montre que (i) b1 ∈WBI[A] et (ii) hmax(ins(a, b1)) = hmax(b1) + 1.
(i) nous est donné par hypothèse.
(ii) par hypothèse, on a que hmax(ins(a,Br(a′, b1, b2))) = hmax(Br(a, b1, b2)) + 1, c'est-à-dire
max(hmax(b2), hmax(ins(α, b1))) = max(hmax(b1), hmax(b2))+1. En utilisant le fait que l'on
a ici hmax(b1) = hmax(b2), on a en fait que max(hmax(b1), hmax(ins(α, b1))) = hmax(b1)+1.
Or, il est clair que hmax(b1) ≤ hmax(ins(α, b1)). On a donc hmax(ins(α, b1)) = hmax(b1) + 1
avec α ∈ {a, a′}.
Si b2 ≈ ins(α, b1). On a par hypothèse que hmax(ins(a,Br(a′, b1, b2))) = hmax(Br(a, b1, b2)) + 1,
c'est-à-dire max(hmax(b2), hmax(ins(α, b1))) = max(hmax(b1), hmax(b2)) + 1. Le lemme 2 nous
donne que hmax(b2) = hmax(ins(α, b1)) et l'on sait que hmax(b1) ≤ hmax(ins(α, b1)). On tire donc
de notre hypothèse l'absurdité hmax(ins(α, b1)) = hmax(ins(α, b1)) + 1. Ce qui résoud trivialement
l'examen de ce second cas et achève la démonstration.
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2.3. WBI[A] est clos par ins
Soit à montrer (théorème 1)
∀b ∈ B[A].(b ∈WBI[A]⇒ ∀a ∈ A.ins(a, b) ∈WBI[A])
Par induction structurelle sur b :
Si b = Lf , on veut, pour tout a ∈ A, Br(a, Lf, Lf) ∈ WBI[A] ; c'est-à-dire, (i) Lf ∈ WBI[A] et
(ii) Lf ≈ Lf ∨Lf ≈ ins(a, Lf). On a (i) par dénition de WBI[A] et (ii) car Lf ≈ Lf par dénition
de ≈.
Si b = Br(a0, b1, b2), on suppose Br(a0, b1, b2) ∈WBI[A], c'est-à-dire
(H1) b1 ∈WBI[A] et (H2) (b2 ≈ b1 ∨ ∀a ∈ A.b2 ≈ ins(a, b1))
On a, par hypothèse d'induction (et (H1)) que ins(a, b1) ∈WBI[A]), pour tout a ∈ A.
Il faut montrer que ins(a,Br(a0, b1, b2)) ∈WBI[A], c'est-à-dire Br(α1, b2, ins(α2, b1)) ∈WBI[A]
avec (α1, α2) = (a, a0), si c(a, a0) ou (α1, α2) = (a0, a), sinon. On veut donc, par dénition deWBI[A]
(i) b2 ∈WBI[A] et (ii) ins(α2, b1) ≈ b2 ∨ ∀a ∈ A.ins(α2, b1) ≈ ins(a, b2)
Ce que l'on montre en raisonnant par cas selon (H2).
Si b2 ≈ b1, (i) nous est donné par le lemme 4 et (H1) ; (ii) nous est donné par le lemme 3.
Si b2 ≈ ins(a, b1) pour tout a ∈ A, (i) nous est donné par le lemme 4 ; (ii) est donné comme cas
particulier de notre dernière hypothèse.
2.4. WBI[A] ⊂ WB[A]
Soit à montrer (théorème 2)
∀b ∈ B[A].(b ∈WBI[A]⇒ b ∈WB[A])
Par induction sur b.
Si b = Lf , on a Lf ∈WB[A] car hmin(Lf) = hmax(Lf) = 0.
Si b = Br(a0, b1, b2), supposons Br(a0, b1, b2) ∈WBI[A], c'est-à-dire
(H1) b1 ∈WBI[A] et (H2) b2 ≈ b1 ∨ ∀a ∈ A.b2 ≈ ins(a, b1)
On a alors par hypothèse d'induction que b1 ∈WB[A].
Montrons Br(a0, b1, b2) ∈WB[A], c'est-à-dire hmin(Br(a0, b1, b2))±hmax(Br(a0, b1, b2)) et, plus
précisément
min(hmin(b1), hmin(b2))±max(hmax(b1), hmax(b2))
On raisonne par cas selon (H2) :
Si b2 ≈ b1, on a, par le lemme 2, que hmin(b1) = hmin(b2) et hmax(b1) = hmax(b2). On veut donc
hmin(b1)± hmax(b1), ce qui revient à b1 ∈WB[A] qui nous est donné par hypothèse d'induction.
Si b2 ≈ ins(a, b1), pour tout a ∈ A, on a que hmin(b2) = hmin(ins(a, b1)) et hmax(b2) =
hmax(ins(a, b1)). On veut donc, pour tout a ∈ A
min(hmin(b1), hmin(ins(a, b1)))±max(hmax(b1), hmax(ins(a, b1)))
Or on sait que hmin(b1) ≤ hmin(ins(a, b1)) et que hmax(b1) ≤ hmax(ins(a, b1)), pour tout a ∈ A.
On veut donc
hmin(b1)± hmax(ins(a, b1))
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D'aprés l'hypothèse d'induction b1 ∈ WB[A], on peut raisonner par cas, selon que hmax(b1) =
hmin(b1) ou hmax(b1) = hmin(b1) + 1.
Si hmax(b1) = hmin(b1), on veut en fait hmax(b1)±hmax(ins(a, b1)), ce que l'on a par le lemme 1.
Si hmax(b1) = hmin(b1) + 1, suivant le lemme 1, on a qu'ou bien hmax(ins(a, b1)) = hmax(b1),
ou bien hmax(ins(a, b1)) = hmab(b1) + 1. Mais, si hmax(ins(a, b1)) = hmab(b1) + 1, notre lemme
technique (lemme 5) nous donne que hmin(b1) = hmax(b1) ce qui contredit l'hypothèse hmax(b1) =
hmin(b1)+1. On a donc que hmax(ins(a, b1)) = hmax(b1) et il faut montrer hmin(b1)±hmin(b1)+1
qui est vrai par dénition de ±.
3. Formalisation à la machine
Tournons nous à présent vers la transcription formalisée de la preuve des théorèmes 1 et 2 telle que
nous avons pu la réaliser dans notre système. Bien entendu, il a fallu pour cela adapter la lettre de la
formulation adoptée pour la preuve à la main pour en garder l'esprit. Par exemple, notre système
n'est pas basé sur une théorie des ensembles, alors que nous avions employé ce formalisme. Nous
avons également eu recours à des dénitions inductives de relation (≈) ou d'ensemble (WBI[A]),
ce que nous ne pouvons réaliser dans notre système. Mais nous verrons comment contourner cette
diculté en mélant dénition de fonctions récursives et promotion booléenne.
Note : nous entrelarderons la présentation qui suit de quelques notes décrivant les
principaux traits du système PAF !
3.1. Type et fonction
Note : le système PAF ! est dédié à la preuve de programmes ML. Son langage de
spécication reprend la syntaxe ML des dénitions de type de données2 et de fonctions.
Notre système intègre donc (du moins, en partie) le langage de programmation ML. Un
langage de programmation est une syntaxe, mais aussi une sémantique. Notre système
intègre celle de ML sous la forme de sa sémantique naturelle ([Kan87]) qui permet la
réduction ou évaluation des expressions ML. Nous nous référerons au mécanisme de
réduction comme à celui d'une évaluation symbolique.
Structure d'arbre binaire Le type ML des arbres binaires qui nous servira est donné par :
type 'a btree = Lf | Br of 'a * ('a btree) * ('a btree)
Note : les types de données, et plus généralement les informations de type, sont utilisés
par le système à deux niveaux :
 au niveau syntaxique comme des sortes. Le langage des termes et des formules est un
langage multi-sorté ;
 au niveau logique comme des prédicats. L'appartenance de la dénotation d'un terme
t au type de données est notée comme une assignation de type (par exemple (t :'a
btree)) mais il faut la lire comme la satisfaction d'un prédicat (t satisfait le prédicat
être un 'a btree). On parlera dans ce cas d'assignation forte.
Les constructeurs sont introduits comme symboles fonctionnels libres, avec leur assignation
de type forte. Les principes d'induction structurelle et par cas de construction sont inférés
(voir [Kri90] et [Par92] pour les attendus fondamentaux et [Bar03b] pour la notion de
typage fort).
2Les types enregistrements ne sont pas encore implantés.
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Fonction d'insertion La formulation de la fonction d'ajout d'un élément dans un tas que nous
utiliserons est celle-ci :
let rec ins_heap c a h =
match h with
Lf -> Br(a, Lf, Lf)
| Br(a0, h1, h2) ->
if (c a a0) then
Br(a, h2, (ins_heap c a0 h1))
else
Br(a0, h2, (ins_heap c a h1))
où c est un paramètre fonctionnel, de type 'a -> 'a -> bool, sensé donner l'ordre utilisé sur les
étiquettes.
Note : le système infère le type attendu des fonctions à la manière de ML. Ici, par
exemple, ins_heap : ('a -> 'a -> bool) -> 'a -> 'a btree -> 'a btree. Mais le
système ne vérie pas de lui même la validité de l'assignation forte de type, c'est-à-dire
la totalité ou terminaison de la fonction. Si l'on ne fait rien de plus, le système retiendra
cette information comme simple contrainte syntaxique de sorte et interdira l'application
de la fonction à autre chose qu'un terme de la sorte attendue.
Pour que l'assignation de type prenne son sens logique fort, il faut prouver que la fonction
est totale, c'est-à-dire que, dans notre exemple :
Forall 'a:type. Forall c:'a -> 'a -> bool. Forall a:'a. Forall h:'a btree.
((ins_heap c a h):'a btree)
Les quanticateurs de cet énoncé appellent quelques commentaires.
 Forall 'a :type n'a pas d'autre sens que celui d'une indication de sorte. Il ne faut
pas y voir un sens logique réel. La variable liée peut être instanciée par n'importe quelle
expression syntaxiquement identiée comme expression de type.
 Forall c :'a -> 'a -> bool est une quantication du second ordre. L'assignation de
type doit être lue au sens fort : c ne pourra être instancié que par des fonctions réputées
totales.
 Forall a :'a et Forall h :'a btree sont des quantication du premier ordre. Et ici
également, l'assignation de type doit être lue au sens fort : a et h ne pourront être
instanciées que par des expressions (disons e1 et e2) dont on saura exhiber une preuve
que (e1 : 'a) et (e2 :'a btree).
La preuve à la main, de caractère algébrique, a recours aux équations conditionnelles qui ont
servi à dénir la fonction d'insertion. Dans la preuve à la machine, le raisonnement équationnel est
remplacé par l'invocation du mécanisme d'évaluation symbolique qui implante les régles de réductions
de la sémantique naturelle. L'alternative if-then-else du deuxième cas de la dénition ML de
ins_heap est le pendant des équations conditionnelles de la dénition algébrique. Les équations de la
fonction ins données en 2 sont vériées par l'évaluation symbolique de la dénition ML de ins_heap.
Note : la tactique SymEval implante, dans notre système, l'utilisation de l'évaluation
symbolique pour construire les preuves. Elle prend un premier argument qui est un symbole
fonctionnel. Elle calcule une forme normale de tête de l'expression déterminée par ce
symbole. La tactique prend, optionnellement, un second argument (un entier) qui indique
l'occurence du symbole à considérer. Sa valeur par défaut est 1.
Si le symbole fonctionnel est celui d'une fonction dénie, la tactique procède à l'expansion
de la dénition avant d'appliquer la réduction.
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3.2. Arbres équilibrés
Notre dénition d'arbre équilibré repose sur les notions de hauteur maximale et hauteur minimale.
Ces valeurs sont calculées respectivement par les deux fonctions
let rec hmax h =
match h with
Lf -> 0
| Br(a, h1, h2) -> S(max (hmax h1) (hmax h2))
let rec hmin b =
match h with
Lf -> 0
| Br(a, b1, b2) -> S(min (hmin b1) (hmin b2))
où S est la fonction successeur.
Des booléens aux propositions Pour dénir la relation ±, nous commençons par poser la fonction
booléenne
let pred_or_eq n m = ((n = m) || ((S n)=m))
dont nous démontrons qu'elle est totalement dénie. Ce que nous écrivions n±m, pour deux entiers
n et m devient `(pred_or_eq n m) dans notre système.
Note : remarquez la présence de l'accent grave (ou back quote) devant l'application de la
fonction.
La constante de prédicat discrètement notée ` est un symbole prédéni du système qui
promeut toute valeur booléenne au rang de valeur de vérité : si t est un terme de sorte
booléenne (type bool), on peut former la formule atomique `t dont la sémantique est
 `t est vrai si t s'évalue à la valeur true
 Not `t est vrai si t s'évalue à la valeur false
Notons que pour tout t de type bool, on n'a pas nécessairement que `(t) est vrai ou faux.
Il faut, pour pouvoir assigner une valeur de vérité à `(t), que l'on ait démontré que t :
bool (au sens fort).
Notre formulation en terme de fonction booléenne a l'avantage sur une formulation utilisant la
disjonction logique (`(n = m) Or `((S n) = m)) de pouvoir utiliser l'évaluation symbolique pour
résoudre un certain nombre de cas triviaux : typiquement les cas de base des récurrences. La calcul
propositionnel est ainsi, certe de façon limitée, réellement un calcul.
Le lemme 1 : la fonction d'insertion fait croître la hauteur maximale d'au plus 1, s'énonce alors
Theorem pred_or_eq_hmax_ins_heap :
Forall 'a:type. Forall c:'a -> 'a -> bool. Forall x:'a. Forall b:'a btree.
`(pred_or_eq (hmax b) (hmax (ins_heap c x b)))
Lorsque que nous avons donné la preuve à la main du lemme 1, nous avons utilisé le racourci suivant
(souligné) :
Par dénition de ins et de hmax, il faut montrer que
max(hmax(b1), hmax(b2))±max(hmax(b2), hmax(ins(α, b1))) avec α ∈ {a0, a1}
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Dans un système formel tel que le notre, un tel racourci n'en est en fait pas un. Ce qui est en fait
sous-jacent à l'utilisation de cette tournure est l'indépendance du calcul de la hauteur maximale vis-
à-vis de la valeur des étiquettes présentes dans l'arbre. Nous avons, dans la preuve formalisée, utilisé
explicitement ce fait en démontrant l'équation :
Theorem hmax_ins_heap_x :
Forall 'a:type. Forall c:'a -> 'a -> bool. Forall b:'a btree.
Forall x1:'a. Forall x2:'a.
`((hmax (ins_heap c x1 b)) = (hmax (ins_heap c x2 b)))
Note : notre langage logique n'a pas de symbole d'égalité. Il ne connaît que l'égalité
polymorphe prédénie de ML. Il n'y a donc pas à proprement parler d'équation dans notre
système, mais des énoncés utilisant le mécanisme de promotion des booléens appliqué à
l'expression du calcul de l'égalité de deux valeurs. La validité de tels énoncés équationnels
peut être obtenue soit par simple évaluation symbolique, soit par preuve, en général, par
induction.
Le système de preuve ore ainsi deux formes correspondant au raisonnement équationnel :
l'évaluation symbolique (implanté par la tactique SymEval) et l'utilisation d'énoncés
équationnels (tactique Rewrite).
Le résultat d'indépendance ci-dessus, nous permet d'établir, concernant la valeur de la hauteur
maximale du résultat d'une insertion, l'énoncé équationnel suivant :
Theorem hmax_ins_heap_eq :
Forall 'a:type. Forall c:'a -> 'a -> bool. Forall x:'a.
Forall b1:'a btree. Forall b2:'a btree. Forall y:'a.
`((hmax (ins_heap c y (Br(x,b1,b2))))
= (S(max (hmax b2) (hmax (ins_heap c x b1)))))
qui joue le rôle, dans la preuve à la machine du lemme 1, de l'astuce du α dans notre preuve à la
main de ce lemme.
Ensemble, fonction caractéristique, prédicat Nous avions déni l'ensemble des arbres équilibrés
WB[A] par schéma de compréhension. Ce qui n'est pas réalisable dans notre système. Cependant, on
peut dire que la fonction booléenne pred_or_eq combinée aux fonctions hmax et hmin donne la fonction
caractéristique de l'ensemble WB[A]. Posons cette fonction :
let is_wb b = (pred_or_eq (hmin b) (hmax b))
Le prédicat hmin(b) ± hmax(b) utilisé dans la dénition ensembliste de WB[A] devient, selon notre
usage, `(is_wb b). Il sut à caractériser l'appartenance d'une valeur b de type 'a btree à l'ensemble
WB[A] si le paramètre A est lu comme le type paramètre 'a et l'ensemble B[A] comme le type
paramétré 'a btree. La formule `(is_wb b) correspond donc à l'énoncé d'appartenance b ∈WB[A].
3.3. Arbres isomorphes
La dénition inductive de la relation d'équivalence ≈ se transpose directement en terme de fonction
booléenne.
let rec biso b1 b2 =
match b1, b2 with
(Lf, Lf) -> true
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| ((Br(_, b11, b12)), (Br(_, b21, b22))) -> (biso b11 b21) && (biso b12 b22)
| _ -> false
Selon notre usage, le prédicat correspondant à la relation ≈ s'obtient par promotion booléenne.
Notez que la quantication universelle sur les étiquettes qui était nécessaire dans la dénition de
≈ est ici masquée sous la non utilisation des étiquettes dans la dénition de la fonction biso (motif
universel _ de la deuxième clause). Nous verrons tout à l'heure que ce miracle ne se produit pas
toujours.
Le double lemme 2 : les arbres isomorphes ont bien même hauteur minimale et même hauteur
maximale devient dans notre formalisation les deux lemmes
Theorem biso_hmax :
Forall 'a: type. Forall b1: 'a btree. Forall b2: 'a btree.
`(biso b1 b2) -> `((hmax b1) = (hmax b2))
Theorem biso_hmin :
Forall 'a: type. Forall b1: 'a btree. Forall b2: 'a btree.
`(biso b1 b2) -> `((hmin b1) = (hmin b2))
Le lemme 3 : la relation ≈ est invariante pour la fonction d'insertion devient
Theorem biso_ins_heap :
Forall 'a:type. Forall c: 'a -> 'a -> bool.
Forall x1:'a. Forall x2:'a.
Forall b1: 'a btree. Forall b2: 'a btree.
`(biso b1 b2) -> `(biso (ins_heap c x1 b1) (ins_heap c x2 b2))
La présence des deux étiquettes x1 et x2 nous donne le corrolaire
Theorem biso_ins_heap_x :
Forall 'a:type. Forall c: 'a -> 'a -> bool. Forall x1:'a. Forall x2:'a.
Forall b: 'a btree.
`(biso (ins_heap c x1 b) (ins_heap c x2 b))
dont nous verrons l'utilité tout à l'heure.
Note : l'étude des cas induits par l'utilisation de l'alternative if-then-else dans la
dénition de la fonction d'insertion est réalisée, dans notre système, par l'application du
théorème suivant
Forall 'a : type. Forall X : ('a -> Prop).
Forall b : bool. Forall x : 'a. Forall y : 'a.
((`(b) -> X(x)) And ((Not `(b)) -> X(y))) -> X(if b then x else y)
prouvable dans notre système. Son usage étant fréquent, nous avons codé la tactique dédiée
IntroIf qui réalise cette application.
La quantication Forall X : ('a -> Prop) est une quantication du second ordre. La
constante Prop, et, par extension le type 'a -> Prop, est, à l'instar de la constante type
une indication syntaxique de sorte.
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3.4. Arbres adéquats
On ne peut transposer directement la dénition inductive de l'ensemble WBI[A] en posant, selon
notre usage, une fonction caractéristique récursive équivalente. En eet, la dénition que nous avons
donné de WBI[A] fait usage, dans sa clause inductive, d'une quantication universelle (pour tout
a ∈ A).
Il faut donc trouver une astuce pour obtenir un eet sémantiquement similaire à l'usage de ce
pour tout. L'eet de ce pour tout est d'abstraire l'étiquette a. Du point de vue des fonctions,
l'eet d'abstraction est produit par l'introduction de paramètres. Lorsque l'on passe aux fonctions
caractéristiques, pour obtenir un eet d'abstraction des étiquettes, il sut de passer l'une d'elle en
paramètre de la fonction. D'où la dénition :
let rec ins_heap_wb c x b =
match b with
Lf -> true
| Br(y,b1,b2) ->
(ins_heap_wb c x b1) &&
((biso b2 b1) || (biso b2 (ins_heap c x b1)))
On pourrait s'assurer de l'indépendance de notre dénition vis-à-vis du paramètre x en prouvant que
Forall x1 :'a. Forall x2 :'a. (ins_heap_wb c x1 b) = (ins_heap_wb c x2 b)
mais nous n'avons pas explicitement eu besoin de ce résultat dans la pratique où le lemme
biso_ins_heap_x s'est avéré susant.
Le lemme 4 : l'ensemble WBI[A] est clos par ≈ devient
Theorem biso_ins_heap_wb :
Forall 'a:type. Forall c: 'a -> 'a -> bool. Forall x:'a.
Forall b1: 'a btree. Forall b2: 'a btree.
`(biso b1 b2) -> `(ins_heap_wb c x b1) -> `(ins_heap_wb c x b2)
Note : la preuve de ce lemme, dans les cas où b1 est vide et b2 non, b1 n'est pas vide et b2
si, fait appel au principe que ex falsum quod libet (régle d'absurdité intuitioniste). Notre
système, dont le langage logique n'a pas de symbole pour l'absurdité, ne connaît qu'une
version restreinte de ce principe : la régle
Gamma |- `(false)
-----------------
Gamma |- A
Dans notre cas, par exemple, une hypothèse telle que `(Lf = Br(a1, b3, b4)) se réduit,
par évaluation symbolique, à `(false). Ce qui permet de conclure.
Le lemme technique 5 : si la fonction d'insertion fait croître strictement la hauteur maximale
d'un arbre de WBI[A], c'est que l'arbre était parfaitement équilibré qui s'énonce
Theorem hmax_ins_heap_eq_S_hmax__hmin_eq_hmax :
Forall 'a:type. Forall c: 'a -> 'a -> bool. Forall x:'a. Forall b: 'a btree.
`(ins_heap_wb c x b) -> `((hmax (ins_heap c x b)) = (S(hmax b)))
-> `((hmin b) = (hmax b))
est maintenant abordable. Sa preuve suit globalement la structure de celle donnée à la main,
si ce n'est le recours au lemme d'indépendance hmax_ins_heap_x éludant l'utilisation du racourçi
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α ∈ {a, a′}. Également, l'usage du principe ex falsum de la résolution du dernier cas de la preuve à
la main de ce lemme est implantée en utilisant explicitement la régle d'élimination de la négation de
la déduction naturelle, en fait, la régle de négation droite de la déduction libre.
Note : le système de déduction de PAF ! est la déduction libre introduite par M. Parigot
dans le cadre de l'interprétation algorithmique de la logique classique ([Par90]). Ce système
formel a l'avantage de contenir, comme règles dérivées, aussi bien la déduction naturelle que
le calcul des séquents. Il facilite l'implantation de nombre de tournures de raisonnement
usuelles ; en particulier, le raisonnement sur les hypothèses qui permet de s'approcher du
raisonnement en avant (top-down).
3.5. Les théorèmes
Le théorème 1 : WBI[A] est clos par la fonction d'insertion s'énonce
Theorem ins_heap_wb_ins_heap :
Forall 'a:type. Forall c: 'a -> 'a -> bool. Forall x:'a. Forall b: 'a btree.
`(ins_heap_wb c x b) -> `(ins_heap_wb c x (ins_heap c x b))
Si l'esprit de la preuve à la machine suit celui de la preuve à la main, la lettre s'en éloigne en
ceci : à l'instar de ce que nous avions fait pour le lemme 1, nous avons utilisé une astuce de notation :
Il faut montrer que ins(a,Br(a0, b1, b2)) ∈WBI[A], c'est-à-dire Br(α1, b2, ins(α2, b1)) ∈
WBI[A] avec (α1, α2) = (a, a0), si c(a, a0) ou (α1, α2) = (a0, a), sinon.
Le recours au couple (α1, α2) a permis de factoriser l'examen des cas introduits par l'alternative
if-then-else de la dénition de la fonction d'insertion. L'usage d'un tel de biais dans la preuve
à la machine doit être explicitement justié, alors que l'on peut rester implicite dans la rédaction
à la main. La preuve à la machine procéde donc plutôt à l'examen assez redondant des deux
cas de l'alternative. Cependant, et c'est l'avantage des preuves à la machine, les resources du
copier/coller et du chercher/remplacer allégent le poids d'une fastidieuse répétition.
Le théorème 2 : WBI[A] ⊂WB[A] se formule simplement
Theorem ins_heap_wb_is_wb :
Forall 'a:type. Forall c: 'a -> 'a -> bool. Forall x:'a. Forall b: 'a btree.
`(ins_heap_wb c x b) -> `(is_wb b)
Ici encore, la preuve sur machine, outre qu'elle donne plus de détails, est proche, dans sa structure
de la preuve à la main. L'ultime cas de la preuve, comme dans le cas du lemme 5 est résolu par
utilisation explicite de la régle d'élimination de la négation.
Conclusion
Nous avons dans cet article établi la correction opérationelle de la fonction nodale d'un programme
fonctionnel de tri par tas. Nous avons donné deux formes de cette preuve de correction
 une usuelle pour les algorithmiciens, rédigée à la main et qui fait appel à l'étendue et la
souplesse de la tradition mathématique appliquée aux problèmes d'informatique ;
 une entièrement formalisée à l'aide d'un outil de preuve implanté sur machine qui s'inscrit dans
le cadre inauguré il y a 3 décennies des logiques pour les fonctions calculables ([Mil73]).
Soulignons, qu'à l'instar de ce qui est fait pour le langage de programmation LISP par Boyer-
Moore ([Boy79]), nous avons donné une preuve formelle et mécaniquement vériée de la
correction d'un code source du langage de programmation ML (dans son dialecte OCAML).
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On peut donc à juste titre parler de heap sort à propos de ce programme fonctionnel :
 sa correction dénotationnelle (c'est un tri. . .) a formellement été établie dans nombre de
systèmes, pour ne citer qu'un proche : [Ano00] et [Fil04], ainsi que notre précédent [Man96].
 sa correction opérationnelle (. . .par arbre équilibré) a fait l'objet de ce papier3.
Note : l'auteur remercie Pierre Letouzey pour sa relecture. . .à l'issue de laquelle, il s'est
empressé de transcrire notre preuve en Coq :)
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1. Introduction.
Dans l’enseignement des mathématiques, la géométrie plane a toujours eu une place importante. Longtemps
basée sur les "Elements" d’Euclide [Har02], elle a évolué vers un aspect plus formel avec l’axiomatisation
de Hilbert [Hil71]. Toutefois, pour l’apprentissage du raisonnement, la géométrie "à la règle et au compas"
conserve le privilège d’offrir le support visuel du tracé de figures.
Avec l’apparition des logiciels d’aide à la preuve, plusieurs travaux ont été réalisés dans le domaine de
la géométrie. Proches de nos préoccupations, nous citerons les travaux de Von Plato sur la géométrie plane
constructive [vP95], ceux de Dufour et Dehlinger sur la difficulté à implémenter la géométrie de Hilbert en
logique intuitionniste [DDS00], ceux de Meikle et Fleuriot sur l’implémentation de l’axiomatique de Hilbert
en Isabelle [MF03] et enfin ceux de Guilhot et Bertot sur la formalisation en Coq d’une géométrie de type
"lycée" [BGP03]. De l’ensemble de ces travaux se dégagent plusieurs enseignements. Les raisonnements
en géométrie plane font un large usage du tiers exclu qui l’éloigne beaucoup de la logique intuitionniste.
L’axiomatisation de Hilbert est suffisament rigoureuse pour être traduite en un système cohérent d’axiomes
pour un assistant de preuves, même si cette traduction met en évidence des imprécisions, surtout dans l’oubli
de cas particuliers, mais le style très formel est mal adapté à l’étude des figures (c’était d’ailleurs voulu par
Hilbert). Enfin construire une géométrie plus proche de celle du "lycée" conduit à adopter des axiomes au fur
et à mesure de l’introduction des différentes notions [Gui05].
À notre connaissance, aucun de ces travaux n’a permis l’élaboration d’un outil de démonstration assistée
par ordinateur dans le domaine de la géométrie plane utilisé par les professeurs de mathématiques de collège
et de lycée. Or, quand on voit le succès du logiciel de constructions de figures géométriques Cabri [Cab06]
auprès d’eux, nul doute qu’ils sauraient en faire bon usage. On se propose ici de poser un système d’axiomes
dans l’objectif de construire un tel outil.
L’idée première est de séparer ce qui relève du raisonnement de ce qui relève de la construction de figures.
Par exemple, le fait pour un point d’être situé entre deux autres points ou pour deux angles d’être congrus relève
de la première catégorie. Dans la seconde, nous rangerons le fait de tracer une droite à partir de deux points
distincts, de tracer un cercle étant connus son centre et son rayon ou de construire un point par intersection de
deux figures. Le logiciel Coq [Coq05] distingue la sorte Prop de la sorte Set, nous l’utiliserons en rangeant
les premiers dans Prop et les seconds dans Set. Bien que basé sur le calcul des constructions, Coq autorise
l’ajout d’un axiome de tiers exclu dans Prop sans introduction d’incohérence. Nous pourrons ainsi avoir des
raisonnements analogues à ceux de la géométrie plane usuelle. De plus, le fait de ranger le tracé des figures
dans Set permettra "l’extraction" de la construction d’une figure correspondant à un théorème de la même
façon que l’on extrait un algorithme de calcul d’une preuve. Par exemple, de la preuve du théorème de Bolyai
affirmant que trois points non alignés sont cocycliques on pourra extraire la construction du centre du cercle
passant par trois points comme intersection de deux médiatrices.
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Les constructeurs de figures seront la règle pour les droites, le compas pour les cercles et l’intersection
pour les points. Les propriétés se déduiront des axiomes définissant le fait pour trois points d’être orientés
dans le sens des aiguilles d’une montre (Clockwise), définissant la distance entre deux points et l’angle
de droites. La propriété Clockwise avait déjà été choisie par Knuth [Knu91] pour l’étude des enveloppes
convexes mais son axiomatique était insuffisante pour engendrer exactement la géométrie plane. On montre
que le système ainsi posé permet de retrouver toute l’axiomatique de Hilbert, à l’exception bien évidemment
de l’axiome de continuité. Cette démonstration a été entièrement rédigée en Coq et ajoutée aux contributions
(http ://coq.inria.fr/contribs/geometry.html).
L’article se présente comme suit. L’axiomatique du plan est décrite au chapitre 2 (orientation) et au chapitre
3 (mesures). Les constructions sont explicitées au chapitre 4. Le chapitre 5 s’attache à justifier cette construction
avec l’aide de l’assistant de preuves Coq. Enfin, le chapitre 6 décrit les travaux qu’il reste à accomplir pour
développer cet outil pédagogique : d’une part, l’écriture d’une bibliothèque de tactiques correspondants aux
actions et assertions élémentaires dans le développement d’une preuve papier en géométrie au lycée, d’autre
part une interface avec l’utilisateur et avec un logiciel de dessin de figures.
2. Les propriétés du plan.
2.1. Le plan.
Le plan est un ensemble de points, contenant au moins deux points distincts O et U .
Axiome 1.1 ∃ O ∈ Plan,
Axiome 1.2 ∃ U ∈ Plan,
Axiome 1.3 O 6= U.
Une figure du plan est définie par une propriété caractéristique vérifiée par les points de la figure. On dira
qu’un point appartient à la figure ou que la figure contient (ou passe) par le point. Deux figures sont dites
superposées si elles contiennent les mêmes points.
2.2. L’orientation.
On définit une propriété sur les triplets de points appelée Clockwise par les axiomes suivants. Lorsqu’un
triplet (A,B,C) vérifie la relation Clockwise, on dira que C est à droite de (A,B) et on notera  ABC.
On choisit de définir une relation stricte excluant des triplets de points non distincts deux à deux ou des points
alignés.
Axiome 2.1 l’orientation est stable par permutation circulaire des points,
∀ A B C,  ABC ⇒  BCA
Axiome 2.2 l’orientation est modifiée par une transposition, les orientations dans le sens direct de ABC et de
BAC s’excluent ; il est possible de n’avoir ni une orientation, ni l’autre, ce sera le cas lorsque les trois
points seront alignés,
∀ A B C, ¬  ABC ∨ ¬  BAC
Axiome 2.3 tout triplet de points (A,B,C) satisfait l’un des quatre cas :
1. C est à droite de (A,B),
2. C est à droite de (B,A),
3. tout point M à droite de (A,B) est à droite de (A,C),
4. tout point M à droite de (B,A) est à droite de (B,C) :
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∀ A B C,  ABC ∨  BAC ∨ (∀M,  ABM ⇒  ACM) ∨ (∀M,  BAM ⇒  BCM).
Axiome 2.4 pour tout triplet (A,B,C) vérifiant Clockwise, tout point M est à droite de (A,B), (B,C) ou
(C,A) :
∀ A B C,  ABC ⇒ (∀M,  ABM ∨  BCM ∨  CAM).
Axiome 2.5 si tout point M à droite de (A,B) est à droite de (A,C) alors tout point M à droite de (B,A) est
à droite de (C,A) :
∀ A B C, (∀M,  ABM ⇒  ACM)⇒ (∀M,  BAM ⇒  CAM).
Axiome 2.6 si tout point M à droite de (A,B) est à droite de (C,D) et si A 6= B alors tout point M à droite
de (D,C) est à droite de (B,A) :
∀ A B C D, A 6= B ⇒ (∀M,  ABM ⇒  CDM)⇒ (∀M,  DCM ⇒  BAM).
2.3. Quelques définitions.
L’orientation permet de définir plusieurs propriétés usuelles des points du plan.
2.3.1. Le demi-plan.
Le demi-plan à droite de (A,B) est la figure formée par les points M tels que (A,B,M) vérifie la relation
Clockwise. Le demi-plan ainsi défini est ouvert. On remarque que le demi-plan à droite de (A,A) est vide
grâce à l’axiome 2.2.
Le demi-plan à gauche de (A,B) n’a pas besoin d’être défini car c’est le demi-plan à droite de (B,A).
2.3.2. La même orientation.
Le couple (A,B) a la même orientation que le couple (C,D) si le demi-plan à droite de (A,B) est contenu
dans le demi-plan à droite de (C,D). Dans cette relation, les couples (A,B) et (C,D) ont la même direction
et le même sens, mais, en plus C et D ne sont pas à droite de (A,B). Pour tous couples (A,B) et (C,D) tels
que (A,B) a la même orientation que (C,D) si A = B alors C et D sont quelconques mais si A 6= B alors
C 6= D. La relation n’est pas symétrique.
2.3.3. La même direction.
Les couples (A,B) et (C,D) ont même direction si l’un des couples (A,B) ou (B,A) a même orientation
que l’un des couples (C,D) ou (D,C) ou l’inverse.
2.3.4. La demi-droite.
La demi-droite ]A,B) est la figure formée des points M tels que (A,B) a même orientation que (A,M).
Lorsque A = B, cet ensemble est le plan tout entier.
Les deux derniers cas de l’axiome 2.3 peuvent se lire :
3. C est sur la demi-droite ]A,B),
4. C est sur la demi-droite ]B,A).
2.3.5. Colinéarité.
Le point C est dit colinéaire aux pointsA etB s’il n’est ni à droite, ni à gauche de (A,B). Grâce à l’axiome
2.3, C est colinéaire à A et B si C appartient à la demi-droite ]A,B) ou à la demi-droite ]B,A).
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2.3.6. La relation "entre".
Le point C est situé entre les points A et B s’il est distinct de A et si (A,C) et (C,B) ont la même
orientation, on note A− C −B. Cette définition correspond à l’appartenance à l’intervalle ouvert ]A,B[.
Paradoxalement, l’appartenance de C à l’intervalle fermé [A,B] s’exprime par le fait que B appartienne à la
demi-droite ]A,C) et queA appartienne à la demi-droite ]B,C). Pour s’en convaincre, il suffit d’examiner tous
les cas : A− C − B, A = C 6= B, A 6= B = C, A = B = C lorsque C ∈ [A,B], C − A− B, A− B − C,
A = B 6= C lorsque C /∈ [A,B].
3. Les mesures du plan.
3.1. La distance.
Il existe un ensemble des longueurs du plan L muni d’une loi de composition interne notée + et d’une
relation notée < et une application des couples de points dans cet ensemble appelée distance et notée
(A,B) 7→ AB vérifiant les axiomes suivants :
Axiome 3.1 Toutes les distances d’un point à lui-même sont égales.
∀ A B, AA = BB
Axiome 3.2 La distance est symétrique.
∀ A B, AB = BA
Axiome 3.3 : relation de Chasles Pour tout point B appartenant à l’intervalle fermé [A,C], la distance AC
est égale à la somme des distances AB et BC.
∀ A B C, B ∈ [A,C]⇒ AC = AB +BC
Axiome 3.4 : réciproque de la relation de Chasles Pour tous points A, B et C tels que la distance AC est
égale à la somme des distances AB et BC, le point B appartient à l’intervalle fermé [A,C].
∀ A B C, AC = AB +BC ⇒ B ∈ [A,C]
Axiome 3.5 La relation < est compatible avec la relation entre.
∀ A B C, B 6= C ∧ (A,B) même orientation (B,C)⇒ AB < AC
Axiome 3.6 Réciproquement, la relation entre est compatible avec la relation <.
∀ A B C, C ∈ [AB) ∧AB < AC ⇒ B 6= C ∧ (A,B) même orientation (B,C)
Axiome 3.7 : inégalité triangulaire Si A, B et C sont trois points non alignés alors AC < AB +BC.
∀ A B C,  ABC ⇒ AC < AB +BC
Axiome 3.8 La distance est archimédienne. On définit le produit externe d’une distance par un naturel n
comme l’itéré de la somme de cette distance par elle-même n fois.
∀ A B C, A 6= B ⇒ ∃ n ∈ N, AC < n.AB
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3.2. Remarques sur la distance.
L’ensemble L va être isomorphe à l’extension de Q+ par la racine carrée. Toutefois, son caractère numérique
n’est pas nécessaire dans une géométrie à la règle et au compas.
Par définition, on note OL la distance OO. D’après l’axiome 3.1, toute distance AA est égale à OL. Son
caractère d’élément neutre découle de la relation de Chasles.
La relation de Chasles est la véritable définition de l’addition des longueurs. On pourrait choisir comme
axiome que l’aboutement des longueurs est indépendant de la droite choisie comme support et définir
l’opération d’addition à partir de l’aboutement.
De même, la relation entre induit la relation <, on pourrait choisir comme axiome que le report de
longueurs sur n’importe quel support ordonne toujours les extrémités dans la même relation entre et en déduire
une définition de <.
L’énoncé textuel de l’axiome 3.5 illustre l’idée exprimée par cet axiome, mais sa formulation est plus
générale. En effet, la relation entre est définie (§2.3.6) par : le point B est situé entre les points A et C s’il est
distinct de A et si (A,B) et (B,C) ont la même orientation. L’hypothèse de l’axiome 3.5 est : le point B est
distinct de C et (A,B) et (B,C) ont la même orientation. Cette hypothèse ajoute le cas A = B à celui où B
est entre A et C. Ce cas particulier permettra de démontrer que OL est la plus petite distance.
La recherche d’hypothèses minimales dans l’axiome 3.6 conduit à choisir C ∈ [AB) pour exprimer le fait
que les trois points sont alignés et que A n’est pas entre B et C. C’est l’hypothèse AB < AC qui imposera
A 6= C.
De même, l’hypothèse ABC suffit dans l’axiome 3.7 à couvrir les casA,B etC non alignés. Si les points
A, B et C sont orientés dans l’autre sens, alors l’hypothèse  CBA impliquera la même inégalité triangulaire
à la symétrie de la distance près.
3.3. Les angles.
Un angle est défini par un point, le sommet A et deux demi-droites issues de A, les côtés ]AB) et ]AC),
l’angle n’est bien défini que si A 6= B et A 6= C. Toutefois, afin d’alléger l’écriture, un angle est défini pour
tout triplet et seules les manipulations exigent A 6= B et A 6= C.
Il existe un ensemble des angles A et une application qui associe un élément de A à tout triplet de points,
cette application est notée : (A,B,C) 7→ ÂBC, elle vérifie les axiomes suivants :
Axiome 4.1 L’angle est un angle de demi-droites, il est indépendant de l’ordre des côtés et du point choisi sur
chaque côté.
∀ A B C D E, A 6= B ∧A 6= C ∧D ∈ ]AB) ∧ E ∈ ]AC)⇒ B̂AC = ÊAD,
Axiome 4.2 : SAS Deux triangles ayant deux côtés et l’angle compris entre ces deux côtés respectivement
égaux ont leurs troisièmes côtés égaux.
∀ A B C D E F, A 6= B ∧A 6= C ∧AB = DE ∧AC = DF ∧ B̂AC = ÊDF ⇒ BC = EF,
Axiome 4.3 : SSS Deux triangles ayant leurs trois côtés égaux ont leurs angles respectifs égaux.
∀ A B C D E F, A 6= B ∧A 6= C ∧AB = DE ∧AC = DF ∧BC = EF ⇒ B̂AC = ÊDF ,
Axiome 4.4 Dans un triangle, lorsque l’on reporte les deux angles de part et d’autre du troisième sommet, les
côtés de ces angles reportés sont opposés.
∀ A B C D E,  ABC ∧  ACD ∧  ADE ∧ B̂AC = ÂCD ∧ D̂AE = ÂDC
⇒ B −A− E.
127
Duprat
FIG. 1 – Illustration de l’axiome 4.2.
FIG. 2 – Illustration de l’axiome 4.4.
3.4. Remarques sur les angles.
L’axiome 4.2 est souvent appelé premier cas d’égalité des triangles. En choisissant des segments de longueur
unitaire (longueur OU ), on pourrait l’utiliser pour définir une mesure des angles par une longueur (deux fois le
sinus de l’arc moitié). De même que pour les longueurs, le choix de postuler a priori l’existence de l’ensemble
A simplifie la formalisation grâce à l’égalité dans A.
L’axiome 4.3 est appelé troisième cas d’égalité des triangles. Il permet de transporter un angle à la règle et
au compas.
L’axiome 4.4 s’énonce généralement sous la forme : la somme des angles d’un triangle est un angle plat,
mais nous avons choisi de ne pas faire apparaître dès les axiomes la somme de deux angles. Cet axiome est
nécessaire pour avoir une géométrie euclidienne dans laquelle, par un point, on ne peut faire passer qu’une
parallèle à une droite donnée.
4. Les constructions du plan.
Le code Coq de ces constructions est donné dès maintenant pour expliciter les définitions.
4.1. Les droites.
4.1.1. Définition.
La droite est un type dépendant d’une figure, défini inductivement :
Inductive Line : Figure -> Type :=
| Ruler : forall A B : Point, A <> B -> Line (Collinear A B)
| SuperimposedLine : forall F1 F2 : Figure,
Superimposed F1 F2 -> Line F1 -> Line F2.
Le cas de base est obtenu par le constructeur règle qui, à partir de deux points A et B distincts, construit la
droite représentant la figure formée des points colinéaires à A et B.
128
Une axiomatique de la géométrie plane en Coq.
Le cas inductif permet de construire la droite associée à une figure superposée à une figure représentée par
une droite. Par exemple, définissons la médiatrice de deux points distinctsA etB comme étant la figure formée
par les points équidistants à A et B. Construisons les deux triangles équilatéraux ABC et ABD de part et
d’autre de (AB). La preuve que la figure des points colinéaires à C et D est superposée à la médiatrice de A et
B suffit à affirmer que cette médiatrice est une droite que l’on peut construire à partir des points C et D.
La coïncidence entre l’ensemble des points colinéaires à A et B et la droite tracée avec une règle passant
par A et B est en effet un postulat de base de la géométrie à la règle et au compas.
4.1.2. Points de construction.
La définition d’une droite, en remontant la chaîne des inductions jusqu’au cas de base, permet de définir
les deux points A et B qui ont servi à construire cette droite avec la règle. Ces points sont appelés points de
construction de la droite. On écrira alors la droite : (AB). De plus, la définition d’une droite fournit une preuve
que les points de construction sont distincts.
4.1.3. Propriétés des droites.
Deux droites (AB) et (CD) sont parallèles si les couples de points de constructions (A,B) et (C,D) ont
la même direction. On écrira (AB) ‖ (CD).
Deux droites (AB) et (CD) sont sécantes si elles ne sont pas parallèles. On écrira (AB) 6‖ (CD).
4.2. Les cercles.
4.2.1. Définition.
Le cercle est un type dépendant d’une figure, défini inductivement :
Inductive Circle : Figure -> Type :=
| Compass : forall C A B : Point, A <> B ->
Circle (fun M : Point => (Distance C M) = (Distance A B))
| SuperimposedCircle : forall F1 F2 : Figure,
Superimposed F1 F2 -> Circle F1 -> Circle F2.
Le cas de base est obtenu par le constructeur compas qui, à partir de trois points A, B et C, A et B étant
distincts, construit le cercle représentant la figure formée des points dont la distance à C est égale à AB.
Le cas inductif permet de construire le cercle associé à une figure superposée à une figure représentée par
un cercle.
4.2.2. Points de construction.
La définition d’un cercle, en remontant la chaîne des inductions jusqu’au cas de base, permet de définir le
point C et les deux points A et B qui ont servi à construire ce cercle avec le compas. Ces points sont appelés
points de construction du cercle, le point C est appelé centre du cercle et la distance AB est appelée rayon du
cercle.
De plus, la définition d’un cercle fournit une preuve que le rayon est non nul. Le cas dégénéré du cercle de
rayon nul n’a pas été retenu car il aurait introduit de nombreux cas particuliers dans les intersections.
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4.2.3. Propriétés des cercles.
Deux cercles de centre C et C ′ et de rayon AB et A′B′ sont sécants si les distances CC ′, AB et A′B′
respectent la spécification du triangle, c’est-à-dire les trois inégalités triangulaires :
(CC ′ < AB +A′B′) ∧ (AB < A′B′ + CC ′) ∧ (A′B′ < CC ′ +AB).
Une droite représentant la figure (D) est un diamètre du cercle de centre C si elle passe par C, c’est-à-dire
si C ∈ (D).
4.3. Les intersections.
On va donner une définition plus restrictive de l’intersection que la notion ensembliste. On ne définira que
les intersections de droites et cercles permettant de construire effectivement des points du plan.
4.3.1. Définitions.
L’intersection est un type dépendant d’une figure, paramétré par deux figures F1 et F2, défini par cas :
intersection de deux droites : si les figures F1 et F2 sont représentées par deux droites sécantes,
l’intersection de deux droites construit la représentation de la figure formée des points communs aux
deux droites,
intersection de deux cercles : si les figures F1 et F2 sont représentées par deux cercles sécants,
l’intersection à droite de deux cercles construit la représentation de la figure formée des points communs
aux deux cercles situés à droite de la droite des centres, l’intersection à gauche de deux cercles construit
la représentation de la figure formée des points communs aux deux cercles situés à gauche de la droite
des centres,
intersection d’un cercle et d’un diamètre : si la figure F1 est représentée par un cercle et la figure F2 est
représentée par une droite et si cette droite est un diamètre du cercle, l’intersection positive du cercle
et de son diamètre construit la représentation de la figure formée des points communs au cercle et à la
droite situés dans la direction des points de constructions de la droite par rapport au centre du cercle,
l’intersection négative du cercle et de son diamètre construit la représentation de la figure formée des
points communs au cercle et à la droite situés dans la direction opposée aux points de constructions de la
droite par rapport au centre du cercle.
4.3.2. Code Coq de cette définition.
Inductive Intersection (F1 F2 : Figure) : Figure -> Type :=
| InterLines : forall (D1 : Line F1) (D2 : Line F2),
SecantLines F1 F2 D1 D2 ->
Intersection F1 F2 (fun M : Point => F1 M /\ F2 M)
| InterCirclesClock : forall (G1 : Circle F1) (G2 : Circle F2),
SecantCircles F1 F2 G1 G2 ->
Intersection F1 F2 (fun M : Point => F1 M /\ F2 M /\
Clockwise (Center F1 G1) (Center F2 G2) M)
| InterCirclesAntiClock : forall (G1 : Circle F1) (G2 : Circle F2),
SecantCircles F1 F2 G1 G2 ->
Intersection F1 F2 (fun M : Point => F1 M /\ F2 M /\
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Clockwise (Center F2 G2) (Center F1 G1) M)
| InterDiameterCirclePos : forall (D : Line F1) (G : Circle F2),
SecantDiameterCircle F1 F2 D G ->
Intersection F1 F2 (fun M : Point => F1 M /\ F2 M /\
EquiOriented (LineA F1 D) (LineB F1 D) (Center F2 G) M)
| InterDiameterCircleNeg : forall (D : Line F1) (G : Circle F2),
SecantDiameterCircle F1 F2 D G ->
Intersection F1 F2 (fun M : Point => F1 M /\ F2 M /\
EquiOriented (LineB F1 D) (LineA F1 D) (Center F2 G) M).
4.3.3. Points d’intersection.
L’axiome de construction des points à la règle et au compas affirme que chacune des intersections définies
ci-dessus construit un point unique du plan.
Axiome 5.1 il existe une application associant un unique point à chaque intersection.
∀ F1 F2 F, Intersection F1 F2 F ⇒ ∃! M ∈ F.
Cet axiome s’écrit en Coq, (Unicity M F est le prédicat "tout point de F est égal au point M") :
Axiom PointDef : forall F1 F2 F : Figure,
Intersection F1 F2 F -> {M : Point | F M /\ Unicity M F}.
4.3.4. Remarques
Cet axiome permet de construire les points à la règle et au compas satisfaisant la propriété de la figure F . De
plus, il permet de démontrer l’égalité entre deux points en montrant qu’ils satisfont chacun une même propriété
caractéristique d’intersection.
L’intersection d’une corde et d’un cercle n’a pas été définie car elle peut se ramener à l’intersection d’un
cercle et de son symétrique par rapport à cette corde.
5. Implémentation en Coq.
L’assistant de preuves Coq, basé sur le calcul des constructions, fait la distinction entre la sorte Prop des
propositions logiques dans laquelle la logique classique est acceptable et la sorte Set des objets construits.
5.1. Le point de départ.
L’idée initiale consistait à définir la géométrie par trois types mutuellement inductifs dans Set :
– les points, soit O, soit U soit le résultat d’une intersection,
– les droites par construction à la règle à partir de deux points,
– les cercles par construction au compas à partir de trois points.
Cependant cette construction demandait l’insertion de préconditions de type Prop, A 6= B pour la droite
(AB) ou pour le cercle de centre C et de rayon AB, (D) et (D′) sécantes pour l’intersection de droites (en
utilisant l’orientation), (C) et (C ′) sécants pour l’intersection de cercles (en utilisant les longueurs) et enfin
(D) diamètre de (C) pour l’intersection d’une droite et d’un cercle (en utilisant la colinéarité). Il fallait donc
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dans une même structure avoir des définitions dans Set et d’autres dans Prop qui s’appelaient récursivement
et mutuellement.
Une telle insertion n’est pas possible dans Coq.
5.2. Définitions, axiomes et constructions.
On pose l’existence des trois ensembles, l’ensemble des points du plan Plan, l’ensemble des distances L
et l’ensemble des angles A, des deux points O et U , de la propriété d’orientation Clockwise et des fonctions
Distance et Angle. Les axiomes d’orientation et de métrique sont énoncés comme des propriétés (dans la
sorte Prop).
Les droites, les cercles et les intersections sont des constructions, ce sont des types dépendants de figures
de la sorte Set. Leurs définitions inductives font appel respectivement aux constructeurs regle, compas et
intersection de droites sécantes, de cercles sécants et de cercle et diamètre. Leur code Coq a été donné aux
paragraphes 4.1.1, 4.2.1. et 4.3.2. Enfin la fonction associant un point unique à chaque intersection est posée
comme un axiome (cf §4.3.3.).
5.3. Correction de cette construction.
La présence d’axiomes dans une construction Coq lui fait perdre la garantie de cohérence.
Ce ne sont pas tant les axiomes sur les propriétés qui risquent d’introduire une incohérence, elles sont vraies
dans la géométrie de Hilbert. On pourrait écrire la construction de Hilbert de la géométrie jusqu’à la preuve de
l’existence de deux orientations possibles, puis démontrer tous les axiomes sur les propriétés de notre système,
cette preuve en Coq de correction serait entièrement dans la sorte Prop.
Par contre, l’axiome associant un point construit unique à chaque intersection est beaucoup plus délicat dans
la mesure où c’est lui qui permet de contourner la difficulté énoncé au paragraphe 5.1.1. Il ferme en quelque
sorte la boucle de la construction mutuellement inductive des points, droites et cercles envisagée initialement.
Il affirme l’existence constructive du point d’intersection, rappelons que l’ensemble des points est de type Set,
dès lors que l’on peut prouver une propriété d’intersection de type Prop entre deux figures. La question de la
cohérence se focalise donc sur cet axiome, et elle est pour l’instant ouverte.
5.4. Complétude de la construction.
Pour vérifier que cet ensemble d’axiomes définit bien la géométrie euclidienne du plan à la règle et au
compas, on démontre qu’il implique l’axiomatique de Hilbert, à l’exception, évidemment, de l’axiome de
continuité de Cantor (ou celui de Dedekind). On obtient ainsi une garantie de complétude, la géométrie ainsi
construite est celle des points constructibles du plan.
La preuve de l’implication des axiomes de Hilbert (à l’exception de celui de continuité) a entièrement été
rédigée en utilisant l’assistant de preuves Coq. La plupart des axiomes de Hilbert s’obtiennent aisément, soit
directement à partir des axiomes de propriétés, soit à partir de constructions très simples.
5.4.1. Les axiomes de Hilbert.
Ils sont classiquement divisés en cinq rubriques.
– Les axiomes d’incidence précisent les relations entre points et droites. Par exemple, l’existence de trois
points non alignés se démontre en construisant le triangle équilatéral de base [OU ].
– Les axiomes d’ordre sont relatifs à la relation entre sur trois points. Par exemple, étant donnés deux
points distincts A et B, il existe un troisième point C tel que B est entre A et C. L’intersection du cercle
de centre B et de rayon AB avec la droite (AB) construit un tel point. Autre exemple, la propriété de
Pasch, elle est développée ci-dessous.
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– Les axiomes de congruence définissent les rapports d’égalité entre les longueurs de segments ou mesures
d’angles. Ces axiomes sont très proches de ceux énoncés au chapitre 3.
– Les axiomes de continuité sont au nombre de deux, le premier exprimant que la droite est archimédienne,
le second que toute suite de segments emboîtés de longueurs tendant vers zéro converge sur un point
(énoncé de Cantor). Seul le premier est démontré en utilisant l’axiome 3.8.
– Le postulat d’Euclide s’énonce : par un point donné, il ne passe qu’une parallèle à une droite donnée. Sa
démonstration est développée ci-dessous.
5.4.2. La propriété de Pasch.
Elle s’énonce ainsi : étant donnés trois points non colinéaires A,B,C et une droite (D) ne passant par
aucun de ces points, si (D) coupe le segment [AB], elle coupe l’un des deux autres segments [BC] ou [CA].
La preuve s’établit par cas (en utilisant l’axiome 2.4) selon l’orientation des points de constructions de la
droite (D) et des points A,B,C. Pour chaque cas, on utilise le fait qu’une droite ayant deux de ses points
orientés différement par rapport aux points de construction d’une seconde droite coupe celle-ci.
5.4.3. Le postulat d’Euclide.
La construction de la parallèle à une droite passant par un point donné, lorsque celui-ci est extérieur à la
droite se fait en construisant au compas le quatrième sommet du parallélogramme ayant pour sommets ce point
et les points de construction de la droite.
La preuve que cette droite ne coupe pas l’autre n’est pas très longue, elle se fait par l’absurde en utilisant le
fait que le centre du parallélogramme est centre de symétrie échangeant une droite en l’autre.
La réciproque est beaucoup plus longue (fig.3). On montre qu’une droite (D) distincte de la parallèle (CE)
à la droite (AB) construite grâce au parallélogramme BACE coupe la droite (AB). On montre tout d’abord
l’existence d’un point I de (D) du même côté que B par rapport à (CE), puis on construit le point J de (BC)
tel que (IJ) est parallèle à (CE). La distance étant archimédienne, il existe un entier n 6= 0 tel que l’extrémité
K du segment CK = n.CJ soit de l’autre côté de (AB) que C (au-delà de B). On construit le point L de (D)
tel que CL = n.CI . Il reste à montrer que (KL) est parallèle à (IJ), cette démonstration utilisant des égalités
d’angles et l’axiome 4.4, pour conclure que la droite (D) ayant deux points, un de chaque côté de (AB) est
sécante à (AB).
FIG. 3 – Unicité de la parallèle à la droite (AB) menée par le point C.
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5.5. A propos de l’axiome de continuité.
L’axiome de continuité permet de parler de droite réelle (c’est-à-dire qu’il existe une bijection entre les
points d’une droite et l’ensemble des nombres réels). L’existence de ces points de coordonnées irrationnelles
transcendantes ou racines de polynômes de degré supérieur à 2 sont utiles en analyse (étude de courbes) ou en
mécanique (roulement sans frottement). A ma connaissance, l’étude de la géométrie plane se concentre sur les
points constructibles.
Dans notre construction, l’ensemble des points est posé au départ. Rien n’interdit d’imaginer qu’il contient
tous les points de coordonnées réelles, puisque tous les axiomes sont vrais dans le plan réel. Toutefois, les
seuls points sur lesquels on travaille, sont, à part les points O et U donnés au départ, les points que l’on peut
construire par intersection de droites et de cercles. Cela est conforme à notre volonté de formaliser la géométrie
plane euclidienne à la règle et au compas. Puisque d’une preuve, on veut extraire la constrution d’une figure
à la règle et au compas, il n’est pas question de démontrer l’existence d’un polygone régulier de n côtés pour
tout n.
6. Perspectives et développements.
6.1. Améliorations et simplifications.
Le système décrit ci-dessus est exactement celui utilisé dans la preuve de l’implication des axiomes de
Hilbert. Sans modifier les principes qui ont guidé son élaboration, un certain nombre de simplifications et
d’améliorations peuvent y être apportées. Il ne sera pas nécessaire de réécrire toute la preuve, il suffira de
montrer que le système amélioré entraîne le système décrit ci-dessus.
Par exemple, il est clair qu’il n’est pas nécessaire de générer les deux intersections de deux cercles,
l’intersection à droite de la droite des centres suffit. Pour obtenir l’intersection à gauche, il suffira de changer
l’ordre des cercles dans le constructeur d’intersection de cercles. Il en va de même pour l’intersection d’un
cercle et d’un diamètre.
Un autre exemple consiste à séparer l’axiome 4.1 (sur l’indépendance de l’angle par rapport aux points
définissant les côtés) en deux axiomes, l’un exprimant la symétrie :
∀ A B C, B̂AC = ĈAB
et l’autre l’indépendance par rapport à un des points définissant un côté :
∀ A B C D, A 6= B ∧D ∈ ]AB)⇒ B̂AC = D̂AC.
Cette solution diminuera le nombre de preuves du style A 6= B dans les démonstrations.
6.2. Écriture d’un jeu de tactiques.
Coq offre la possibilité aux utilisateurs de définir des tactiques spécialisées sur des tâches spécifiques au
domaine étudié. Nous allons utiliser cette facilité pour simplifier l’écriture des preuves de deux façons.
La première est l’automatisation de la preuve des petites hypothèses présentes dans nombre de théorèmes
et dont la preuve est généralement omise car triviale dans une démonstration à la main. Ce sont des preuves
portant sur la distinction entre deux points, sur l’alignement ou le non alignement de trois points, sur l’ordre de
trois points alignés, sur des manipulations triviales d’égalité de longueurs ou d’angles. Ces tactiques ne devront
pas être bloquantes, et laisser à l’utilisateur le soin de la preuve lorsque celle-ci ne pourra être directement
déduite de l’environnement.
La seconde consiste à réunir en une seule tâche une construction (de point, de droite ou de cercle). Ces
constructions se déduisent de théorèmes ayant une conclusion de type spécification d’un de ces objets. Par
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exemple, sous les hypothèses D1 est une droite, D2 est une droite et D1 et D2 sont sécantes on sait construire
un point M vérifiant les propriétés M ∈ D1, M ∈ D2 et ∀ N,N ∈ D1 ∧ N ∈ D2 ⇒ N = M. La tactique
cherchera à vérifier automatiquement les hypothèses, en cas d’échec, demandera à l’utilisateur de le faire, puis
rajoutera dans l’environnement l’objet construit sous un nom donné en paramètre de la tactique et les propriétés
vérifiées par cet objet.
6.3. Interface utilisateur.
Cette interface aura pour but de réaliser avec Coq en arrière plan, des démonstrations de géométrie plane
dans un cadre aussi proche que possible de celui des démonstrations papier sans avoir besoin de connaître le
langage et le fonctionnement de Coq. L’étude de cette interface s’effectue sur les quatre points suivants.
6.3.1. La fenêtre des figures.
Des logiciels de tracés interactifs de figures géométriques existent déjà tel que Geoview ou GeoGebra.
Il faudrait en choisir un qui s’interconnecte avec l’environnement de la preuve en Coq. La séparation entre
constructions (points, droites, cercles) et propriétés facilitera le travail de traduction des informations. Il faudra
également choisir la meilleure option lorsque le logiciel de dessin ne parviendra pas à tracer une figure
satisfaisant toutes les hypothèses.
6.3.2. La fenêtre des hypothèses et celle des conclusions.
Il faudra également traduire la liste des prémisses formant l’environnement et la liste des buts à démontrer en
des phrases en langue française formant les hypothèses et les conclusions du problème en cours. Ce traducteur
devra être facilement incrémenté pour prendre en compte de nouvelles définitions.
6.3.3. La fenêtre de la démonstration.
Dans l’autre sens, l’utilisateur devra pouvoir écrire sa démonstration en une suite de phrases en français
qui seront automatiquement traduites en tactiques et commandes Coq. Pour simplifier le travail, on envisage
de contraindre l’utilisateur à n’employer que des phrases types. Par exemple, la phrase : Soit I l’intersection
des droites (AB) et (D). serait interprétée pour tenter d’appliquer la tactique d’intersection de deux droites. Une
boîte de messages d’erreur permettra d’afficher les raisons des échecs. Un succès générera une nouvelle liste
de buts avec des listes de prémisses pour chacun d’entre eux.
Dans une version plus élaborée, il pourrait être intéressant d’ajouter une fenêtre des lemmes utilisables sur
le but courant. Cette fenêtre présenterait une traduction française de ces instances de lemmes.
6.3.4. L’enrichissement en définitions.
Enfin, dernière exigence à fixer au cahier des charges : le logiciel devra pouvoir accepter de nouvelles
définitions, par exemple la bissectrice d’un angle. Si la définition est donnée en Coq, il n’y a pas de difficulté,
par exemple, la bissectrice sera définie par sa construction à la règle et au compas. Par contre, si l’on veut
que la définition soit faite en français, il faudra donner des phrases types permettant de faire des définitions
tant de nouvelles propriétés (par exemple être un triangle rectangle) que de nouvelles constructions (comme la
bissectrice) voire de nouvelles mesures (comme l’aire).
En effet ce logiciel ne se conçoit que comme un outil susceptible d’accueillir les contributions des
utilisateurs dans tous les domaines : nouveaux théorèmes et leurs démonstrations, meilleures démonstrations
de théorèmes déjà en place, nouvelles notions.
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7. Conclusion.
Nous avons présenté une axiomatique de la géométrie euclidienne plane, dans laquelle une orientation et
une métrique sont définies par des axiomes, puis les constructions des droites à la règle, des cercles au compas
et des points par intersection de ces figures sont définies. Il est démontré à l’aide de l’assistant de preuves Coq
que de ce système se déduisent tous les axiomes de Hilbert à l’exception de celui de continuité.
Ce système devrait être une bonne base pour la réalisation d’un outil d’aide à la démonstration en géométrie
plane destiné aux professeurs et aux élèves des lycées. En effet, il permet de développer les raisonnements en
s’appuyant sur la construction de figures.
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Résumé
On décrit l’implémentation en MetaOcaml d’un petit langage dédié (DSL) à la
programmation parallèle. Le langage repose sur la notion de squelettes qui autorisent la
spécification de programmes parallèles par simple composition de constructeurs de haut niveau
encapsulant des schémas communs et récurrents de parallélisme. On montre comment les facilités
de métaprogrammation offertes par MetaOcaml permettent d’éliminer presque totalement le
surcoût à l’exécution du code généré par rapport à une implantation du même programme écrite
avec des primitives de bas niveau comme celles de mpi. Pour cela, la spécification haut niveau
du programme est d’abord transformée en une représentation équivalente sous la forme d’un
réseau de processus séquentiels communiquants puis cette représentation est utilisée pour générer
dynamiquement le code exécuté par chaque processeur de la machine.
1. Introduction
De nos jours, le principal style de programmation utilisé pour exploiter les clusters de calcul
est celui dit par passage de messages, supporté par exemple par des bibliothèques comme mpi. Le
programmeur est amené à décomposer explicitement son application en processus communiquants et
à ordonnancer “à la main” les communications entre ces processus. Cette approche, si elle permet à
un programmeur expérimenté de tirer le meilleur parti d’une architecture donnée, conduit toutefois à
des programmes longs à écrire et à mettre au point compte-tenu du très faible niveau d’abstraction
utilisé.
Les squelettes de parallélisation ont été proposés en réponse à ce problème. Un squelette encapsule
un schéma de parallélisation récurrent pour lequel une ou plusieurs implémentations efficaces sont
connues. De tels squelettes se présentent classiquement comme des constructeurs génériques qui doivent
être instanciés avec les fonctions spécifiques de l’application. Des exemples classiques de squelettes sont
pipeline, farm et divide-and-conquer. Avec cette approche, le travail du programmeur se limite
à choisir et combiner un ensemble de squelettes pris dans une base prédéfinie, sans qu’il ait à se
préoccuper des détails de mise en œuvre du parallélisme sur l’architecture.
Les squelettes constituent un exemple de langage spécifique d’un domaine d’application (DSL,
Domain Specific Language) répondant à un besoin d’abstraction. La nécessité de disposer d’un
formalisme permettant de spécifier, puis de raisonner sur les programmes est une des raisons expliquant
l’intérêt pour ces approches. De nombreux travaux ont été consacrés à la définition à l’implantation
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de systèmes de programmation parallèles fondés sur les squelettes [1, 7, 2, 10, 9, 19]. Ces réalisations
iffèrent essentiellement sur la manière dont le DSL correspondant est implanté. En pratique cela
suppose de définir la syntaxe et la sémantique de ce DSL d’une part et les règles de transformation
permettant de passer de cette spécification haut niveau à une implémentation concrète bas niveau –
faisant appel à des primitives mpi par exemple – d’autre part.
Pour la plupart des réalisations citées, le DSL est implanté sous la forme d’une bibliothèque dédiée
au sein d’un langage de programmation hôte (C++ ou Caml par exemple). Cette approche offre en
effet deux avantages : elle évite d’avoir à implanter un analyseur lexical et syntaxique dédié et elle
facilite l’interfaçage aux fonctions séquentielles (soit parce que ces fonctions sont écrites dans le langage
hôte, soit parce que cet interfacage peut se faire via les facilités offertes par ce langage hôte). Mais,
en contrepartie, cette manière de procéder conduit à des implémentations relativement peu efficaces,
comparées au code “bas-niveau” qu’un programmeur aurait écrit pour le même problème. En effet,
les squelettes étant par essence des objets d’ordre supérieur, leur support au sein d’un langage de
programmation implique toujours un surcoût à l’exécution par rapport à un code bas-niveau faisant
appel directement à des primitives mpi.
Nous expliquons dans ce papier comment les techniques d’évaluation partielle et de métaprogramma-
tion – utilisés par ailleurs avec succès dans d’autres domaines d’applications – peuvent être exploitées
pour résoudre le problème sus-cité. Plus précisément, nous décrivons l’implantation, en MetaOcaml,
d’un petit DSL permettant
– la spécification de programmes parallèles sous la forme de combinaisons de squelettes
– la génération automatique d’un programme bas-niveau équivalent, sous la forme d’un ensemble
de processus séquentiels communiquants
– l’exécution de ce programme sur une architecture de type cluster via la bibliothèque mpi.
La plan suivi est le suivant. La section 2 rappelle brièvement le principe de la métaprogrammation
et comment celle-ci est supportée au sein du langage MetaOcaml. Dans la section 3 on explique en
quoi cette technique présente un intérêt dans le contexte de la programmation parallèle par passage de
messages. La section 4 est consacrée à la présentation d’un DSL dédié à programmation parallèle par
squelettes. La sémantique de ce langage est explicitée en termes de réseaux de processus séquentiels
communiquants puis on en dérive une implémentation en MetaOcaml. La section 5 présente les
résultats expérimentaux obtenus avec cette implémentation. Un bref état de l’art est fait dans la
section 6. La conclusion permet de faire le bilan des apports de ce premier prototype et d’indiquer les
pistes de travail à court et moyen termes.
2. Métaprogrammation en MetaOcaml
De manière très générale, la métaprogrammation est la technique par laquelle un programme
particulier peut analyser, transformer et générer d’autres programmes. La programmation multi-
niveaux (multi-staged programming), supportée par le langage MetaOcaml, est une une instance
particulière de cette technique.
MetaOcaml [20] est une extension du langage Ocaml [17] permettant
– de distinguer, grâce à un système du “quotation”, au moins deux niveaux dans un programme :
celui du code générant (le métaprogramme) et celui du code généré (les programmes objets).
– de générer et d’exécuter le code correspondant à ces programmes objets à l’exécution
– de garantir statiquement, via un système de typage adapté, que ceci se fait sans risque d’erreur
à l’exécution
En pratique, cela signifie qu’un programme MetaOcaml peut, lors de son exécution, construire
d’autres programmes et les exécuter. Ceci se fait à l’aide de trois constructeurs, nommés Brackets,
Escape et Run :
– la construction .< >. (brackets) permet de délimiter les fragments des programmes objets et
154
Métaprogrammation fonctionnelle appliquée à la génération d’un DSL
donc à retarder l’exécution du code correspondant :
# let a = .< 1+2 >.;;
val a : int code = .<(1+2)>.
L’expression 1+2 n’est pas évaluée mais sa représentation est mémorisée dans la valeur a. Le type
de a reflète ceci1 : int code est le type des programmes qui, exécutés, produisent des valeurs de
type int. Le fragment de programme correspondant peut être inséré dans d’autre programmes
ou compilé et exécuté.
– l’opérateur .~ (escape) permet justement d’insérer un fragment de programme objet dans un
autre :
#let b = .< 3 * .~a >.;;
val b : int code = .<(3*(1+2))>.
– l’opérateur .! (run) compile et exécute un programme objet :
#let c = .!b;;
val c : int = 9
3. Métaprogrammation appliquée à la génération de code
parallèle
Afin d’illustrer en quoi la métaprogrammation « à la MetaOcaml » présente un intérêt dans
le cadre de la programmation parallèle considérons un programme (hypothétique) dans lequel un
ensemble de 2N processus s’échangent des données selon le schéma suivant (cf figure 1) :
– un processus de rang pair envoie une donnée, générée par une fonction f, au processus de rang
impair immédiatement supérieur puis attend une réponse de ce même processus
– un processus de rang impair reçoit une donnée du processus de rang pair immédiatement
inférieur, applique une fonction g à cette donnée puis renvoie le résultat à ce même processus.
send;
recv
recv;
send
P0 P1
send;
recv
recv;
send
P2 P3
Fig. 1 – Exemple 1
Sur la quasi-totalité des architectures de type cluster, le modèle d’exécution est de type SPMD
(Single Program Multiple Data) ce qui signifie que le programmeur écrit un seul programme qui
s’exécute sur l’ensemble des processeurs. Ecrit avec des primitives de communication point à point de
bas niveau de type send et recv2 le code du programme précédent ressemble alors à ceci :
1Le type de a retourné par le compilateur MetaOcaml est en fait (’a, int) code ; le paramètre ’a est utilisé par
le système de type pour garantir la correction du code dans le cas où des variables sont utilisées à plusieurs niveaux.
Par souci de lisibilité, on l’omettra ici.
2On supposera par exemple que la signature de ces primitives est val send : ’a -> pid -> unit et val recv :
pid -> ’a. De telles primitives sont par exemple offertes par la bibliothèque OcamlMpi.
155
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let myrank = get_proc_rank() in
if myrank % 2 = 0 then
send (f()) (myrank+1);
recv (myrank+1)
else
let y = recv (myrank-1)
send (g y) (myrank-1);
Ici la primitive get proc rank() permet d’obtenir, à l’exécution, le rang3 effectif du processeur qui
exécute le programme et la conditionnelle décide, en fonction de ce rang, de la séquence d’instructions
à exécuter.
On peut noter que dans ce programme, le schéma de communication est fixe et donc que, pour
chaque processeur, le code à exécuter est connu dès que le rang du dit processeur est connu. On
peut tirer parti de cette propriété pour réécrire le programme précédent de la manière suivante en
MetaOcaml :
let pgm rank =
if rank % 2 = 0 then
.< send (f()) (rank+1); recv (rank+1) >.
else
.< let y = recv (rank-1) in send (g y) (rank-1) >.
let myrank = get_proc_rank() in
.!(pgm myrank)
Le code est exécuter est désormais généré dynamiquement au niveau de chaque processeur, puis
exécuté. Cette technique est extrêmement puissante puisqu’elle permet de spécialiser – et donc
d’optimiser – le code exécuté par chaque processeur en fonction de paramètres qui ne sont connus
qu’à l’exécution (à la différence de systèmes de métaprogrammation opérant à la compilation comme
les templates de C++ ou Template Haskell [12]). On peut objecter que ceci se fait au détriment du
temps d’exécution mais dans la mesure où la génération du code n’est faite qu’une fois, au début
de l’exécution du programme, le surcoût introduit peut être totalement recouvert par le gain en
performance induit par le code optimisé.
Dans la suite, on va exploiter cette idée pour donner une implémentation efficace d’un DSL adapté
à la programmation parallèle par squelettes.
4. Un DSL pour la programmation parallèle par squelettes
Le langage visé – appelons-le Skl– permet la spécification de programmes parallèles au moyen
d’un nombre limité de combinateurs (les squelettes). Ces squelettes encapsulent complètement les
activités de communication et de coordination associées au parallélisme. Les parties séquentielles
de l’application sont spécifiées sous la forme de fonctions passées en paramètres. La structure de
l’application est statique (pas de création / suppression dynamique de processus).
On décrit ici un jeu limité de squelettes, qui nous a servi à valider l’approche4 :
3On utilise ici la terminologie mpi. Le rang permet de distinguer à l’exécution les copies d’un même programme dans
un modèle SPMD.
4L’extension de ce jeu ne pose pas de problème a priori dès lors que ces squelettes peuvent être décrits dans les
termes de l’algèbre de processus détaillée par la suite.
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– le squelette pipe encapsule un parallélisme de type flux : n étapes de calcul sont enchâınées sur
les données d’entrée, chaque étape pouvant s’exécuter en parallèle sur des données distinctes ;
– le squelette pardo encapsule un parallélisme de type tâche : n opérations sont appliquées en
parallèle sur chaque donnée d’entrée ;
– le squelette farm encapsule un parallélisme de type données : une même opération est appliquée
à l’ensemble des données d’entrées ; le modèle d’exécution sous-jacent est celui dit en “ferme
de processus”, où un processus “mâıtre” distribue dynamiquement les données à traiter à un
ensemble de processus esclaves et collecte les résultats, afin de réaliser un équilibre de charge.
Dans la description précédente, les “étapes” (resp. “opérations”) sont elles-mêmes des squelettes ;
en d’autres termes, le langage supporte naturellement l’imbrication des squelettes. L’insertion des
fonctions séquentielles se fait donc via un “squelette” particulier, nommé Seq.
La syntaxe abstraite des programmes Skl est donc la suivante :
Σ ::= Seq f
| Pipe Σ1 . . .Σn
| Pardo Σ1 . . .Σn
| Farm n Σ
f ::= fonction de calcul séquentielle
n ::= entier ≥ 1
Imaginons par exemple un programme pouvant se décomposer en trois étapes : une étape de
production de données (réalisée par une fonction f), une étape de traitement de ces données en
parallèle à l’aide d’une ferme à trois esclaves (chacun exécutant la même fonction g) et une étape de
traitement des résultats (réalisée par une fonction h) (cf figure 2). Ce programme s’écrit de la manière
suivante en Skl :
σ = Pipe(Seq f,Farm(3,Seq g),Seq h)
f FarmM h
g g g
Fig. 2 – Exemple 2
4.1. Sémantique
On donne ici une sémantique des programmes Skl en termes de réseaux de processus séquentiels
communiquants. Cette sémantique servira de base à la fonction d’interprétation qui, codée en
MetaOcaml, va permettre de générer le code à exécuter par chaque processeur de la machine parallèle
cible.
On commence par définir ce que l’on entend exactement par réseau de processus séquentiels
communiquant (RPSC).
Formellement, un RPSC est un triplet π = 〈P, I,O〉 où
– P est un ensemble de processus étiquetés, c-à-d. de paires (pid , σ) où pid est un identificateur
(unique) de processus et σ un triplet contenant : une liste de prédécesseurs (pid des processus
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p pour lesquels il existe un canal de communication de p au processus en question), une liste de
successeurs (pid des processus p pour lesquels il existe un canal de communication du processus
en question à p) et un descripteur ∆. On note L(π) l’ensemble des pids d’un réseau de processus
π. Pour un processus p, ses prédécesseurs, successeurs and descripteur seront notés I(p), O(p)
et δ(p) respectivement.
– I(π) ⊆ L(π) désigne l’ensemble des processus p pour lesquels I(p) = ∅
– O(π) ⊆ L(π) désigne l’ensemble des processus p pour lesquels O(p) = ∅
Le descripteur de processus ∆ est une paire (instrs, kind) où instrs est une séquence de macro-
instructions et kind un drapeau (la signification de ce drapeau sera donnée plus loin).
∆ ::= 〈instrs, kind〉
instrs ::= instr1, . . . , instrn
kind ::= Regular | FarmM
La séquence de macro-instructions décrivant le comportement du processus est implicitement itérée
(en première approximation on considère que les processus ne se terminent pas ; gérer de manière
“propre” la terminaison des processus complique la description du modèle et nous avons choisi de ne
pas détailler ce point ici).
Les macros-instructions utilisent toutes un mode d’adressage implicite se référant à quatre variables
nommées iv, ov, q et iws. Le jeu de macro-instructions est décrit ci-dessous. Dans les explications
afférentes, p désigne le processus exécutant l’instruction en question.
instr ::= SendTo | RecvFrom | Comp fid | RecvFromAny | SendToQ |
Ifq instrs1 instrs2 | GetIdleW | UpdateWs
L’instruction SendTo envoie le contenu de la variable v au processus dont le pid apparâıt en dernier
dans O(p). L’instruction RecvFrom reçoit une donnée en provenance du processus dont le pid apparâıt
en premier dans I(p) et écrit cette donnée dans la variable iv. L’instruction Comp effectue un calcul
en appelant un fonction séquentielle. L’argument de cette fonction est lu dans iv et son résultat écrit
dans ov. L’instruction RecvFromAny attend (de manière non-déterministe) une donnée de l’ensemble
des processus dont les pids apparaissent dans I(p). La donnée reçue est placée dans la variable iv et
le pid du processus émetteur est placé dans la variable q. L’instruction SendToQ envoie le contenu
de la variable ov au processus dont le pid est donné dans la variable q. L’instruction Ifq compare la
valeur contenue dans la variable q au pid listé en premier dans I(p). En cas d’égalité, la séquence
d’instructions instrs1 est exécutée ; sinon instrs2 est exécutée. L’instruction UpdateWs lit la variable q
et met à jour la variable iws en conséquence. La variable iws maintient la liste des processus esclaves
libres pour un processus mâıtre dans le cas d’un squelette de type farm. L’instruction GetIdleW
extrait un identificateur de processus de la liste iws et le place dans la variable q. Conjointement, ces
deux dernières instructions encapsulent la stratégie utilisée au sein du squelette farm pour assurer
l’équilibre de charge.
On définit ensuite une algèbre simple permettant de construire, de manière compositionnelle des
réseaux de processus. On utilisera pour cela les notations suivantes. Si E est un ensemble, on note
E [e ← e′] l’ensemble obtenu en remplaçant e par e′ (en posant E [e ← e′] = E si e /∈ E). Cette
notation est supposée associative à gauche : E [e ← e′][f ← f ′] signifie (E [e ← e′])[f ← f ′]. Si
e1, . . . , em est un sous-ensemble indexé de E et φ : E → E une fonction, on notera E [ei ← φ(ei)]i=1..m
l’ensemble (. . . ((E [e1 ← φ(e1)])[e2 ← φ(e2)]) . . .)[em ← φ(em)]. Sauf mention explicite, on notera
I(πk) = {i
1
k, . . . , i
m
k } et O(πk) = {o
1
k, . . . , o
n
k}. Par souci de concision, les listes I(o
j
k) et O(i
j
k) seront
notées sjk et d
j
k respectivement. Pour les listes, on suppose définie l’opération de concaténation ++
usuelle : si l1 = [e
1
1, . . . , e
m
1 ] et l2 = [e
1
2, . . . , e
n
2 ] alors l1++l2 = [e
1
1, . . . , e
m
1 , e
1
2, . . . ; e
n
2 ]. La liste vide est
notée []. La longueur d’une liste l ou le cardinal d’un ensemble l sont tous deux notés |l|.
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L’opérateur ⌈.⌉ crée un réseau de processus contenant un seul processus à partir de son descripteur.
La fonction New() fournit un nouveau pid à chaque appel.
δ ∈ ∆ l = New()
⌈δ⌉ = 〈{(l, 〈[], [], δ〉)}, {l}, {l}〉
(Singl)
L’opérateur • “sérialise” deux réseaux de processus, en connectant les sorties du second aux entrées
du premier :
πi = 〈Pi, Ii, Oi〉 (i = 1, 2) |O1| = |I2| = m
π1 • π2 = 〈(P1 ∪ P2)[(o
j
1, σ)← φd((o
j
1, σ), i
j
2)]j=1...m[(i
j
2, σ)← φs((i
j
2, σ), o
j
1)]j=1...m,
I1, O2〉
(Serial)
La règle précédente utilise deux fonctions auxiliaires φs et φd définies comme suit :
φs((p, 〈s, d, 〈δ,Regular〉〉), p
′) = (p, 〈[p′]++s, d, 〈[RecvFrom]++δ,Regular〉〉)
φd((p, 〈s, d, 〈δ,Regular〉〉), p
′) = (p, 〈s, d++[p′], 〈δ++[SendTo],Regular〉〉)
φs((p, 〈s, d, 〈δ,FarmM〉〉), p
′) = (p, 〈[p′]++s, d, 〈δ,FarmM〉〉)
φd((p, 〈s, d, 〈δ,FarmM〉〉), p
′) = (p, 〈s, d++[p′], 〈δ,FarmM〉〉)
La fonction φs (resp. φd) ajoute un processus p
′ aux prédécesseurs (resp. successeurs) d’un processus
p et met à jour sa liste de macro-instructions. Concrètement, cela consiste à ajouter au début (resp.
à la fin) de cette liste une instruction RecvFrom (resp. SendTo), sauf pour les processus mâıtres au
sein d’un squelette de type farm, pour lesquels la liste d’instructions n’est pas modifiée (ces processus
sont identifiés à l’aide du drapeau kind, positionné à la valeur FarmM).
L’opérateur ‖ met deux réseaux de processus en parallèle en fusionnant leurs entrées et sorties
respectivement.
πi = 〈Pi, Ii, Oi〉 (i = 1, 2)
π1 ‖ π2 = 〈P1 ∪ P2, I1 ∪ I2, O1 ∪O2〉
(Par)
L’opérateur ✶ relie deux réseaux de processus en connectant chaque sortie et sortie du second à
la sortie du premier. Cet opérateur est utilisé pour décrire la structure cyclique qui correspond à une
ferme de processus :
πi = 〈Pi, Ii, Oi〉 (i = 1, 2) |O1| = 1 |I2| = m |O2| = n
π1 ✶ π2 = 〈(P1 ∪ P2)[(o1, σ)← Φ((o1, σ), I(π2), O(π2))][(i
j
2, σ)← φs((i
j
2, σ), o1)]j=1...m
[(oj2, σ)← φd((i
j
2, σ), o1)]j=1...n,
I1, O1〉
(Join)
où Φ(p, pss, psd) = Φs(Φd(p, psd), pss) et Φs (resp. Φd) est la généralisation de la fonction φs (resp.
φd) à une liste de processus :
Φs(p, [p1, . . . , pn]) = φs(. . . , φs(φs(p, p1), p2), . . . , pn)
Φd(p, [p1, . . . , pn]) = φd(. . . , φd(φd(p, p1), p2), . . . , pn)
On peut dès lors expliciter la fonction C transformant un programme Skl en un réseau de processus :
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Sérot & Falcou
C[[Seq f ]] = ⌈f⌉
C[[Pipe Σ1 . . .Σn]] = C[[Σ1]] • . . . • C[[Σn]]
C[[Farm n Σ]] = ⌈FarmM⌉ ✶ (C[[Σ]]1 ‖ . . . ‖ C[[Σ]]n)
C[[Pardo Σ1 . . .Σn]] = C[[Σ1]] ‖ . . . ‖ C[[Σn]]
où FarmM est le descripteur encapsulant le comportement d’un processus mâıtre au sein d’un
squelette farm :
∆(FarmM) = 〈[RecvFromAny; Ifq [GetIdleW;SendToQ] [UpdateWs;SendTo]],FarmM〉
4.2. Implémentation en MetaOcaml
L’intégration (“embedding”) du langage Skl au langage hôte (MetaOcaml donc ici) se fait via
une fonction dite d’interprétation (run) qui se charge de convertir une spécification Skl en un code
exécutable, appelé code résiduel, sur chaque processeur.
Concrètement, le programme exemple donné au paragraphe précédent s’écrira alors de la manière
suivante :
let f () = (* code de la fonction séquentielle générant les données à traiter *)
let g x = (* code de la fonction séquentielle de traitement des données *)
let h x = (* code de la fonction séquentielle de traitement des résultats *)
let pgm = Pipe [seq f; Farm(3, seq g); seq h]
let _ = run pgm
Le programme Skl est ici décrit via un type algébrique récursif :
type skl_tree =
Seq of seq_comp
| Pipe of skl_tree list
| Pardo of skl_tree list
| Farm of int * skl_tree
La définition exacte du type seq comp sera donnée plus loin. Il suffit de dire pour l’instant que l’on
dispose d’une fonction d’ “encapsulation” seq permettant de transformer toute fonction séquentielle
f : ’a->’b en une valeur de type seq comp.
La génération du code résiduel par la fonction run se fait en deux temps :
1. la représentation arborescente du programme parallèle est d’abord transformée en une
représentation de ce même programme sous la forme d’un réseau de processus séquentiels
communiquants (RPSC)
2. puis, le code résiduel est généré en confrontant cette représentation intermédiaire – au sein de
laquelle chaque processus est repéré par un pid unique – avec le rang effectif du processeur
sur lequel la fonction d’interprétation run s’exécute ; en d’autres termes ne sera généré sur le
processeur i que le code correspondant au processus ayant le pid i au sein du RPSC.
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type process_network = {
procs: (pid * process_desc) list;
inputs: pid list;
outputs: pid list;
}
and process_desc = {
kind: process_kind;
instrs: instr list;
recvfrom: pid list;
sendto: pid list;
}
and process_kind = Regular | FarmM
and instr =
| Comp of seq_comp
| SendTo
| RecvFrom
| RecvFromAny
| SendToQ
| Ifq of instr list * instr list
| GetIdleW
| UpdateWs
and seq_comp = process_state -> unit
and process_state = {
mutable iv: seq_val;
mutable ov: seq_val;
mutable q: pid;
mutable iws: pid list
}
Fig. 3 – Listing 1
4.2.1. Génération du réseau de processus
Le listing 1 donne la traduction des principaux types de données utilisés pour cette étape.
Les types de process_network, process_desc, process_kind et instr découlent immédiatement
des définitions données à la section 4.1 et n’appellent pas de remarque particulière. Les points
intéressants concernent les types process_state et seq_comp.
Le type process_state regroupe les quatre variables manipulées par les macro-instructions et le
type seq_comp traduit désormais que l’effet des fonctions de calcul séquentielles est de mettre à jour
l’état d’un processus. En pratique, une telle fonction sera appelée avec comme argument le contenu
de la variable iv et son résultat sera écrit dans la variable ov5.
Typage. Une difficulté se pose toutefois lorsque l’on cherche à préciser le type seq_val ; en effet, le
type des composantes iv et ov dépend in fine du type de la fonction séquentielle de calcul exécutée par
le processus. En supposant que le type de cette fonction soit ’a->’b, on pourrait imaginer paramétrer
le type process_state :
type (’a,’b) process_state = {
mutable iv: ’a;
mutable ov: ’b;
... }
Mais dans ce cas, le type process_network devient (’a,’b) process_network et il est impossible
de définir des réseaux dont les processus opèrent sur des données de types différents6.
Dans le contexte des DSLs métaprogrammés, ce problème est bien connu et apparâıt chaque fois
que les langages objet et hôte sont statiquement typés (comme ici). La solution consiste en général
5Une fonction séquentielle de calcul doit donc avoir un type de la forme ’a -> ’b. On peut toujours de se ramener,
par décurryfication si besoin, à cette forme de signature.
6Ce problème est analogue à celui auquel on se heurte classiquement lorsque l’on cherche à définir une fonctionnelle
compose généralisée : si on écrit let rec gen compose = function [f] -> f | f : :fs -> compose f (gen compose
fs), avec let compose f g = function x -> g (f x) alors le type inféré est (’a -> ’a) list -> (’a -> ’a) ce qui
oblige toutes les fonctions a avoir la même signature.
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à introduire un type « universel » encapsulant de manière uniforme tous les types susceptibles d’être
manipulés par les fonctions séquentielles de calcul du programme. Dans notre cas, on définit alors le
type seq val comme :
type seq_val = Int of int | Float of float | IntArray of int array | ...
et un wrapper assure l’étiquetage (resp. « dés-étiquetage ») des données en provenance des (resp.
passées aux) fonctions séquentielles de calcul. Par exemple, si f est une fonction de type int -> float,
on définit :
let f’ = function (Int x) -> Float (f x)
et c’est cette fonction qui est passée au constructeur Seq afin de construire les programmes Skl :
let seq f = Seq (fun s -> s.ov <- f s.iv)
Remarque. Cette solution oblige évidemment à créer un wrapper spécifique pour chaque fonction
séquentielle et à recompiler l’interpréteur à chaque fois que des types nouveaux sont requis. Elle induit
par ailleurs un surcoût à l’exécution. On peut éviter ceci en contournant les règles du typage statique
d’Ocaml au moyen des primitives Obj.repr et Obj.obj. On on a alors simplement :
type seq_val = Obj.repr
let (seq : (’a -> ’b) -> seq_comp) =
function f -> Seq (fun s -> s.ov <- Obj.repr (f (Obj.obj s.iv)))
Mais ceci se fait évidemment au détriment de la sûreté puisque le contrôle de type est alors de facto
inhibé. Par exemple, un programme comme Pipe [sql f; sql g], où f:int->float et g:int->int,
est accepté et déclenche évidemment une erreur à l’exécution.
En pratique, nous disposons de deux versions de l’interpréteur : la première, utilisant la définition
« universelle » de seq val permet de vérifier la cohérence des types dans un programme Skl. La
seconde, utilisant Obj.repr, permet de supprimer l’overhead lié au tagging dynamique des valeurs.
Les opérateurs ⌈.⌉, •, ‖ et ✶ sont implantés par traduction directe des règles de productions de la
sémantique sur la base des types définis ci-dessus. On ne reproduira donc ici que le code associé aux
deux premiers :
let singl d =
let p = new_pid () in
{ procs = [p, d]; inputs = [p]; outputs = [p] }
let serial pn1 pn2 =
if List.length pn1.outputs = List.length pn2.inputs then
{ procs = List.map
(function (pid, pd) ->
if List.mem pid pn1.outputs then
let dst = List.assoc pid (List.combine pn1.outputs pn2.inputs) in
(pid, add_dst pd dst)
else if List.mem pid pn2.inputs then
let src = List.assoc pid (List.combine pn2.inputs pn1.outputs) in
(pid, add_src pd src)
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else (pid, pd))
(pn1.procs @ pn2.procs);
inputs = pn1.inputs;
outputs = pn2.outputs }
else failwith "cannot serialize process networks: size mismatch"
Dans ce qui précède, les fonctions add_src et add_dst implémentent les fonctions φs et φd. Par
exemple :
let add_dst pd1 pid2 =
match pd1.kind with
Regular -> {pd1 with instrs = pd1.instrs @ [SendTo]; sendto = pd1.sendto @ [pid2]}
| FarmM -> {pd1 with sendto = pd1.sendto @ [pid2]}
Enfin, la fonction expand_tree implémente la fonction de conversion C introduite à la section 4.1
par simple filtrage sur le type récursif représentant les programmes Skl :
let (expand_tree : skl_tree -> process_network) = function t ->
let rec expand = function
Seq f -> singl {kind=Regular; instrs=[Comp f]; recvfrom=[]; sendto=[]; workers=[]}
| Pipe [] -> failwith "empty pipe"
| Pipe [t] -> expand t
| Pipe (t::ts) ->
serial (expand t) (expand (Pipe ts))
| Pardo [] -> failwith "empty pardo"
| Pardo [t] -> expand t
| Pardo (t::ts) ->
par (expand t) (expand (Pardo ts))
| Farm (n, t) ->
if n > 0 then
let workers =
let rec create n =
if n=1 then expand t
else
par (expand t) (create (n-1)) in
create n in
join (farmer workers.inputs) workers
else
failwith "cannot expand farm with n<=0 workers"
in
reset_pid ();
expand t
let farmer ws = singl {
kind=FarmM;
instrs=[RecvFromAny; Ifq ([GetIdleW; SendToQ],[UpdateWs; SendTo])];
recvfrom=[]; sendto=[]; workers=ws }
4.2.2. Génération du code résiduel
La fonction code génère, à partir de la représentation du réseau de processus calculée à l’étape
précédente, le code résiduel sur un processeur de rang donné :
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let code pn rank =
let mydesc = List.assoc rank pn.procs in
.< while true do .~(code_instrs mydesc mydesc.instrs) done >.
Le code est “assemblé” par simple parcours de la liste de macro-instructions associée au descripteur
du processus. C’est à ce niveau que la variable d’état du processus est créée7. Le contenu initial des
composantes iv, ov et q est indifférent. Les processus de type FarmM voient leur composante iws
initialisée avec la liste des processus esclaves auxquels ils sont reliés :
let code_instrs pd is =
let s = { iv=Obj.repr 0; ov=Obj.repr 0; q=0; iws=pd.workers } in
List.fold_left
(fun c i -> .< begin .~c; .~(code_instr pd s i) end >.)
.< () >.
is
Enfin la fonction code_instr génère le code correspondant à chaque macro-instruction :
let rec code_instr pd s = function
Comp f -> .< f s >.
| SendTo ->
let dst = List.hd (List.rev pd.sendto) in
.< Mpi.send s.ov dst 0 Mpi.comm_world >.
| RecvFrom ->
let src = List.hd (pd.recvfrom) in
.< s.iv <- Obj.repr (Mpi.receive src Mpi.any_tag Mpi.comm_world) >.
| RecvFromAny ->
.< let r,q,_ = Mpi.receive_status Mpi.any_source Mpi.any_tag Mpi.comm_world in
s.ov <- Obj.repr r; s.q <- q >.
| SendToQ ->
.< Mpi.send s.ov s.q 0 Mpi.comm_world >.
| Ifq (is1,is2)->
.< if s.q = List.hd pd.recvfrom
then .~(code_instrs pd is1) else .~(code_instrs pd is2) >.
| GetIdleW ->
.< begin s.q <- List.hd s.iws; s.iws <- List.tl s.iws end >.
| UpdateWs ->
.< s.iws <- s.iws @ [s.q] >.
Une instruction Comp f produit un appel à la fonction séquentielle f . Les instructions SendTo,
SendToQ, RecvFrom et RecvFromAny sont traduites directement en appel aux primitives mpi (on utilise
ici la bibliothèque OcamlMpi [18]). Pour l’instruction Ifq l’opérateur d’échappement de MetaOcaml
permet d’insérer directement dans le code produit les fragments correspondant aux deux branches de
la conditionnelle. Concernant les instructions GetIdleW et UpdateWs, on s’est contenté ici d’implanter
une simple gestion du pool d’esclaves en tourniquet en manipulant la liste iws (idle workers) en FIFO
(retrait en tête par l’instruction GetIdleW, insertion en queue par l’instruction UpdateWs). D’autres
stratégies de gestion sont évidemment envisageables.
La fonction d’interprétation principale s’écrit alors aisément :
7On tire parti ici de la possibilité offerte par MetaOcaml d’utiliser une variable définie au niveau i aux niveaux i+n
(“cross-stage persistence”).
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let size = Mpi.comm_size Mpi.comm_world
let myrank = Mpi.comm_rank Mpi.comm_world
let run pgm =
let pn = expand_tree pgm in
let mycode = code pn myrank in
.! (mycode)
A titre d’exemple, voici le code résiduel produit sur chaque processeur pour le programme
Pipe[seq f; seq g; seq h] :
PID Code
2 .< while true do f s; Mpi.send s.ov 1 0 Mpi.comm_world done >.
1 .< while true do s.iv <- Obj.repr (Mpi.receive 2 0 Mpi.comm_world); g s;
Mpi.send s.ov 0 0 Mpi.comm_world done >.
0 .< while true do s.iv <- Obj.repr (Mpi.receive 1 0 Mpi.comm_world);
h s done >.
Ce code est identique à celui qu’aurait écrit un programmeur mpi expérimenté.
5. Résultats
Nous avons évalué l’impact de cette technique d’implémentation en mesurant le surcoût (overhead)
ρ en temps d’exécution qu’elle introduit par rapport à un code parallèle écrit directement à l’aide de
primitives mpi (Ocaml + bibliothèque OcamlMPI v 1.0.1)8.
Ce surcoût a été mesuré pour deux types de programmes : des programmes ne mettant en jeu qu’un
seul squelette et des programmes pour lesquels plusieurs squelettes sont imbriqués à une profondeur
arbitraire. Pour le premier type de test, on observe l’effet de deux paramètres : la durée d’exécution
τ de la fonction de calcul séquentielle et la “taille” N du squelette (cette taille correspond au nombre
d’étages pour un squelette pipe, au nombre de tâches parallèles pour un squelette pardo et au nombre
d’esclaves pour un squelette farm). Pour le second type de test, nous nous sommes limités au cas
du squelette farm. On évalue alors les performances d’un programme formé de P squelettes farm
imbriqués, chacun mettant en jeu ω esclaves.
Les résultats ont été obtenus sur un cluster à 30 noeuds de type PowerPC G5 pour N variant entre
2 et 30 et τ = 1ms, 10ms, 100ms, 1s.
Pour le squelette pipe, ρ n’excède jamais 2 %. Pour farm et pardo, ρ reste inférieur à 3 % et
devient négligeable pour N > 8 ou τ > 10ms. En cas d’imbrication, le pire cas est obtenu pour P = 4
et ω = 2 ; ρ varie alors entre 7 % et 3 % quand τ passe de 1ms à 1s.
Ces résultats sont bien meilleurs que ceux obtenus avec des systèmes de programmation par
squelettes n’exploitant pas la métaprogrammation. Dans l’implémentation décrite dans [13], par
exemple, où les squelettes sont implantées comme de simples fonctions d’ordre supérieur ordonnançant
dynamiquement (c-à-d. à l’exécution) des primitives mpi, le surcoût était de l’ordre de 10 à 20 %. Pour
la dernière version du système skipper [14], dans laquelle les squelettes étaient traduits en graphes
flots de données exécutés par un interpréteur dédié, ce surcoût atteignait parfois 100 %. D’autres
implantations, comme celle de Kuchen [7], dans laquelle les squelettes sont traduits par des appels de
méthodes virtuelles en C++, font aussi état de surcoût à l’exécution – par rapport à du code C+MPI
dans ce cas - de l’ordre de 20 à 120 %.
8En utilisant la version « optimisée » de l’interpréteur, i.e. celle exploitant les primitives Obj.repr et Obj.obj.
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6. Travaux connexes
L’idée d’exploiter la métaprogrammation pour implanter de manière efficace un DSL n’est
pas neuve. Le principe sous-jacent consiste en transformer par évaluation partielle un couple
(interpréteur de ce langage, programme dans ce langage) en un programme compilé . Les techniques
de programmation dite générative [6] qui en découlent visent en général à résoudre la tension entre
abstraction et performances, comme dans notre cas. Les bibliothèques FFTW [4], EVE [3] et SPIRAL
[15] peuvent être vues comme des illustrations de cette approche.
Les langages fonctionnels offrent un substrat favorable pour la métaprogrammation grâce en
particulier aux fonctions d’ordre supérieur et à la possibilité de coder très facilement la syntaxe
abstraite du DSL sous la forme d’un type algébrique du méta-langage. Dans [11], Sheard fait une
revue des techniques de métaprogrammation dans le contexte de la programmation fonctionnelle. Il
y introduit notamment le langage MetaML qui ajoute au langage ML des annotations permettant de
transformer des expressions ML en fragment de code, d’insérer des fragments de code dans d’autres
fragments de code et d’exécuter des fragments de code. Le langage MetaOcaml [20] développé par
Taha et al. est une extension similaire du langage Ocaml. Le langage Template Haskell [12] ajoute, de
son coté, un large panel de facilités pour la métaprogrammation au langage Haskell, avec notamment
des possibilités pour le méta-langage d’accéder à sa propre syntaxe abstraite (instrospection). En
revanche, et contrairement à MetaML et MetaOcaml, la génération du code résiduel a lieu à la
compilation et ne peut donc pas prendre en compte des données dynamiques.
Les problématiques générales liées à la définition d’un DSL pour le parallélisme sont étudiées par
Lengauer dans [8]. Mais, dans ce domaine, seul Herrmann, dans [5] semble avoir exploré les possibilités
offertes par la génération dynamique de code avec MetaOcaml pour implanter un tel DSL. Le système
qu’il décrit est similaire à celui présenté ici mais en diffère toutefois en plusieurs points. Premièrement,
le modèle de parallélisme sur lequel il repose est restreint aux schémas fixes et déterministes (structures
série-parallèle) ; il est donc impossible d’y exprimer des squelettes pour lesquels l’ordonnancement des
communications n’est pas connu à la compilation (comme farm). Deuxièmement, dans l’approche
décrite, les squelettes ne font pas à proprement partie du DSL mais sont définis à partir du vocabulaire
de ce dernier. Enfin, la sémantique du langage n’est pas définie formellement mais directement encodée
dans l’interpréteur en MetaOcaml (il n’y pas de représentation intermédiaire explicite sous la forme
de réseau de processus communiquants en particulier).
7. Conclusion
Nous avons montré dans cet article comment les facilités de métaprogrammation offertes par le
langage MetaOcaml permettent d’implanter efficacement un DSL dédié à la programmation parallèle
en conciliant haut niveau d’abstraction et performances. Le fait que le code résiduel soit généré
à l’exécution est ici un avantage dans la mesure où cette génération peut prendre en compte la
configuration effective de la machine (nombre de processeurs, . . . ). Bien sur le temps requis pour
générer ce code s’ajoute au temps d’exécution de l’application elle-même mais, pour des problèmes de
taille suffisante, il reste négligeable.
Le prototype décrit ici ne génère que du bytecode, le compilateur natif de MetaOcaml n’étant pas
disponible sur toutes les plateformes. Dans la pratique ce point n’est pas critique dans la mesure où il
est parfaitement possible d’appeler des fonctions de calcul séquentielles écrites en C, C++ ou Fortran
en s’appuyant sur la Foreign Function Interface d’Ocaml. Une autre approche consisterait à utiliser
les facilités d’offshoring offertes par MetaOcaml, c-à-d. la possibilité de générer automatiquement
du code C à partir de code Ocaml.
Le principal problème à régler dans notre implémentation concerne toutefois le typage. La solution
retenue, avec deux versions de l’interpréteur, n’est pas théoriquement satisfaisante. Il reste donc à voir
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dans quelle mesure certaines techniques d’élimination automatique des étiquettes de typage, décrites
par exemple dans [16], pourraient s’appliquer.
A plus long terme nous envisageons d’appliquer la techniques présentée ici à la réimplémentation
d’autres systèmes de programmation parallèle fondés sur les squelettes, comme Skipper[14] ou
OcamlP3L[19].
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